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1.1. Êèíåìàòèêà

1.1 Êàòåð, äâèãàÿñü âíèç ïî ðåêå, îáîãíàë ïëîò â ïóíêòå A.

×åðåç τ = 60ìèí ïîñëå ýòîãî îí ïîâåðíóë îáðàòíî è çàòåì

âñòðåòèë ïëîò íà ðàññòîÿíèè l = 6, 0êì íèæå ïóíêòà A. Íàé-

òè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ, åñëè ïðè äâèæåíèè â îáîèõ íàïðàâëå-

íèÿõ ìîòîð êàòåðà ðàáîòàë â îäíîì ðåæèìå.

Ïóñòü ñêîðîñòü êàòåðà îòíîñèòåëüíî ðåêè åñòü υ

ê

, à υ

ð

-

ñêîðîñòü ðåêè (ïëîòà). Ïðè ðåøåíèè íàäî ó÷åñòü, ÷òî ñêî-

ðîñòü êàòåðà îòíîñèòåëüíî áåðåãà, êîãäà îí äâèæåòñÿ ïî òå-

÷åíèþ, åñòü υ

ê

+ υ

ð

, à ïðîòèâ òå÷åíèÿ, υ

ê

− υ

ð

Çàäà÷ó ìîæíî

ðåøèòü òðåìÿ ñïîñîáàìè.

Ïåðâûé ñïîñîá. Ïîëíîå âðåìÿ äî âñòðå÷è ìîæíî çàïèñàòü êàê

l

υ

ð

= τ +
(υ

ê

+ υ

ð

)τ − l

υ

ê

− υ

ð

.

Îòêóäà íàõîäèì υ

ð

= l/2τ ;

Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü t - âðåìÿ äâèæåíèÿ êàòåðà ïðîòèâ òå-

÷åíèÿ. Òîãäà ðàññòîÿíèå ïðîéäåííîå êàòåðîì çà âðåìÿ τ åñòü:

(υ

ê

+ υ

ð

)τ = υ

ð

(t+ τ) + (υ

ê

− υ

ð

)t .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî υ

ð

(t+ τ) = l, ïîëó÷àåì υ

ð

= l/2τ .

Òðåòèé ñïîñîá. Ïóñòü ñêîðîñòü êàòåðà îòíîñèòåëüíî ðåêè

(èëè ïëîòà) åñòü vk. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñèñòåìå îòñ÷åòà, â

êîòîðîé ðåêà (ïëîò) íåïîäâèæíà, êàòåð äâèæåòñÿ â îäíó è

äðóãóþ ñòîðîíó ñ îäíîé è òîé æå ñêîðîñòüþ vk. Âðåìÿ äâè-

æåíèÿ îò ïëîòà - τ . Ïîñêîëüêó â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâ-

ëåíèè ñêîðîñòü êàòåðà íå ìåíÿåòñÿ, òî äâèãàÿñü â ïðîòèâî-

ïîëîæíîì íàïðàâëåíèè êàòåð äî âñòðå÷è ñ ïëîòîì çàòðàòèò

òàêæå âðåìÿ τ . Ïîëíîå âðåìÿ äî âñòðå÷è òîãäà ðàâíî 2τ . Çà

2
ýòî âðåìÿ ïëîò ïåðåìåñòèòñÿ íà ðàññòîÿíèå l îòíîñèòåëüíî

áåðåãà. Ñëåäîâàòåëüíî ñêîðîñòü ðåêè (ïëîòà) ðàâíà l/2τ .

1.3. Ïóñòü t1 - âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî áûëà ïðîéäåíà ïåð-

âàÿ ïîëîâèíà ïóòè, à t2 - âðåìÿ äâèæåíèÿ ñî ñêîðîñòüþ υ1 è

ñêîðîñòüþ υ2. Òîãäà

υ

ñð

=

ïðîéäåííûé ïóòü

çàòðà÷åííîå âðåìÿ

=
υ0t1 + υ1t2 + υ2t2

t1 + 2t2
.

Òàê êàê υ0t1 = υ1t2 + υ2t2, òî ïîëó÷àåì

υ

ñð

=
2υ0(υ1 + υ2)

υ1 + υ2 + 2υ0
.

1.5. Ïðè ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè ðàäèóñ âåêòîðû ÷àñòèö ìå-

íÿþòñÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó

r1(t) = υ1t + r1

r2(t) = υ2t + r2 .

Ìîìåíò âðåìåíè ñòîëêíîâåíèÿ t îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

r1(t) = r2(t)
è ðàâåí

t =
|r2 − r1|
|v1 − v2|

.

Ïîäñòàâëÿÿ t â ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

ìåæäó âåêòîðàìè

r1 − r2

|r1 − r2|
=

υ2 − υ1

|υ2 − υ1|
.

1.7. ×òîáû äâèãàòüñÿ ïî ïðÿìîé AB ïåðâûé ïëîâåö äîëæåí

ó÷èòûâàòü òå÷åíèå ðåêè è ïëûòü ïîä íåêîòîðûì óãëîì ê AB



3

v
v

v

v

B

A

0

0

‘
1

v
v

v

v

B

A

0

0

‘
2

C

d

�èñ. 1. �èñ. 2.

ñî ñêîðîñòüþ υ′

. (ñì.ðèñ. 1). �åçóëüòèðóþùàÿ ñêîðîñòü ðàâíà

υ1. Âòîðîé ïëîâåö ïëûâåò âäîëü AB, íî çà ñ÷åò òå÷åíèÿ áóäåò

äâèãàòüñÿ (îòíîñèòåëüíî áåðåãà) âäîëü BC ñî ñêîðîñòüþ υ2

(ðèñ. 2).

Âðåìÿ äâèæåíèÿ ïåðâîãî ïëîâöà t1 = d/υ1, âðåìÿ äâèæå-

íèÿ âòîðîãî

t2 =
BC

υ2
+

AC

u
.

Ïðèðàâíèâàÿ t1 ê t2 è âûðàæàÿ BC, AC, υ1 è υ2 ÷åðåç υ0 è

υ′

, ïîëó÷èì

u =
υ0

(

υ′/
√

υ′2 − υ2

0

)

− 1
.

1.10.(5) Äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè (x, y).

Ñèëà òÿæåñòè äåéñòâóåò âäîëü îñè y. Åñëè (x1y1)- êîîðäèíà-

òû òåëà áðîøåííîãî âåðòèêàëüíî ââåðõ, à (x2, y2) - êîîðäèíà-

òû âòîðîãî òåëà, òî ðàññòîÿíèå r ìåæäó òåëàìè â ìîìåíò t

åñòü

r =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 .

1.15. à) ×òîáû íàéòè âðåìÿ ïàäåíèÿ áîëòà íà ïîë ëè�òà

4
äîñòàòî÷íî íàéòè óñêîðåíèå áîëòà îòíîñèòåëüíî ëè�òà è èñ-

ïîëüçîâàòü ðàâíîóñêîðåííûé çàêîí äâèæåíèÿ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâå ñèñòå-a

aa

лy

y

x
x

‘

‘

‘

‘

�èñ. 3.

ìû îòñ÷åòà, îäíó ñâÿçàííóþ ñ ëè�-

òîì, à äðóãóþ ñ øàõòîé (ðèñ. 3).

Ïåðâàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà äâèæåòñÿ

îòíîñèòåëüíî âòîðîé ñ óñêîðåíèåì

a

ë

. Óñêîðåíèå áîëòà îòíîñèòåëüíî

ëè�òà îáîçíà÷èì ÷åðåç a′, à óñêî-

ðåíèå îòíîñèòåëüíî øàõòû ÷åðåç a.

Òîãäà

a = a

ë

+ a′ .

Òàê êàê a = −g, òî
a′ = a− a

ë

= −(g + a

ë

) = ñonst .

Çàêîí ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ áîëòà îòíîñèòåëüíî ëè�-

òà èìååò âèä

y′ =
a′t2

2
+ h = −(g + a

ë

)t2

2
+ h ,

ãäå h - âûñîòà ëè�òà è âðåìÿ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ìîìåíòà îò-

ðûâà áîëòà îò ïîòîëêà. Âðåìÿ ïàäåíèÿ t1 íàõîäèòñÿ èç óñëî-

âèÿ, ÷òî ïðè t = t1, y
′ = 0 è ðàâíî

t1 =

√

2h

g + a

ë

.

1.17. Ïóñòü ñêîðîñòü ïî øîññå åñòü υ, òîãäà ïî ïîëþ - υ/η.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ AD = L, à CD = x. Òîãäà ïîëíîå âðåìÿ

äâèæåíèÿ ðàâíî

t(x) =
L− x

υ
+

η
√
l2 + x2

υ
.
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Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå x, ÷òîáû t áûëî ìèíèìàëüíîå. Äëÿ

ýòîãî íåîáõîäèìî ýòî ðåøèòü óðàâíåíèå

dt(x)

dx
= 0 .

�åøàÿ óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

x =
l

√

η2 − 1
.

1.20. à) Äè��åðåíöèðóÿ r = bt(1 − αt) îäèí ðàç, íàõîäèì

ñêîðîñòü υ = b(1− 2αt), à ïîñëå äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñêîðî-

ñòè ïîëó÷àåì óñêîðåíèå a = −2αb.

á) Ïóñòü äâèæåíèå íà÷èíàåòñÿ ïðè t = 0 è r(0) = 0. Íàéäåì

âñå t ïðè êîòîðûõ r = 0. Ëåãêî íàéòè, ÷òî t1 = 0 è t2 = 1/α.

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòèöà ÷åðåç t = 1/α âåðíåòñÿ â íà÷àëî êî-

îðäèíàò.

Íàéäåì ïðîéäåííûé ïóòü. Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòèöà äâèæåò-

ñÿ âäîëü ïðÿìîé ïàðàëëåëüíîé âåêòîðó b. Âûáåðåì ñèñòå-

ìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé îñü x íàïðàâëåíà âäîëü âåêòîðà b

(ðèñ. 4). Â òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷àñòèöà äâèæåòñÿ âäîëü

îñè x äî òî÷êè x0 îñòàíàâëèâàåòñÿ â íåé è äâèæåòñÿ îáðàòíî.

Ìîìåíò âðåìåíè îñòàíîâêè t0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

6

x(t) = bt(1 − αt) υ = ẋ = b(1 − 2αt) = 0 ,

ãäå b = |b|. Îòêóäà ïîëó÷àåì t0 = 1/2α. Ïðîéäåííûé ïóòü

ðàâåí s = 2x0 = 2x(t0) = b/2α

1.21. Â äàííîì ñëó÷àå èìååì ïðÿìîëèíåéíîå, äâèæåíèå â íà-

ïðàâëåíèè ïîñòîÿííîãî âåêòîðà υ0. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäè-

íàò, îñü x êîòîðîé íàïðàâëåíà âäîëü ïîñòîÿííîãî âåêòîðà υ0

(ðèñ. 5) Â òàêîé ñèñòåìå ÷àñòèöà äâèæåòñÿ âäîëü îñè x ñî

ñêîðîñòüþ υ = |υ| = υ0(1− t/τ), ñ óñêîðåíèåì a = υ̇ = −υ0/τ

= 
onst. Òàê êàê óñêîðåíèå ïîñòîÿííî, íà÷àëüíîå çíà÷åíèå

ñêîðîñòè åñòü υ0 è ÷àñòèöà íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ èç íà÷àëà êî-

îðäèíàò, òî ðàâíîóñêîðåííûé çàêîí äâèæåíèÿ âäîëü îñè x

åñòü

x = −υ0t
2

2τ
+ υ0t = υ0t

(

1− t

2τ

)

.

Çàäàâàÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå t, ìîæíî îïðåäåëèòü ïîëî-

æåíèå ÷àñòèöû. Çàäàâàÿ ðàññòîÿíèå x îò íà÷àëà êîîðäèíàò

ìîæíî îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè.

1.22. à) Íàéäåì óñêîðåíèå òî÷êè. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

a =
dυ

dt
=

dυ

dx

dx

dt
=

dυ

dx
υ =

α

2
√
x
α
√
x =

α2

2
= 
onst .

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äâèæåíèå ðàâíîóñêîðåííîå. Èñïîëüçóÿ

ýòî óñëîâèå è îïðåäåëÿÿ íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå òî÷êè è íà-

÷àëüíóþ ñêîðîñòü, íàõîäèì ñêîðîñòü è çàêîí äâèæåíèÿ

υ =
α2t

2
, x =

α2t2

4
.

á) Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê υ

ñð

= s/T , ãäå T -

âðåìÿ äâèæåíèÿ. Îïðåäåëÿÿ T èç çàêîíà äâèæåíèÿ, íàõîäèì

υ

ñð

=
α
√
s

2
.
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1.24. à) ×òîáû íàéòè òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ, y = y(x), äîñòà-

òî÷íî èñêëþ÷èòü âðåìÿ t èç óðàâíåíèé

x = αt y = βt2 .

Âûðàæàÿ t èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå,

ïîëó÷èì y = βx2/α2

. Òðàåêòîðèÿ ïàðàáîëà;

á) |υ| =
√

ẋ 2 + ẏ 2

; â) |a| =
√

ẍ 2 + ÿ 2

; ã) cosϕ =
a · υ
|a||υ| .

1.28. �àäèóñ-âåêòîð ÷àñòèöû, íà÷èíàþùåé äâèæåíèå èç íà-

÷àëà êîîðäèíàò â ïîëå ñèëû òÿæåñòè, åñòü

r = −gt2

2
+ υ0t ,

èëè â ïðîåêöèÿõ

x = υ0t cosα , y = −gt2

2
+ υ0t sinα

ãäå g = (0, g) è g - óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.

à) Âðåìÿ äâèæåíèÿ t0 íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ y = 0. Îòêóäà

t0 = 2υ0 sinα/g;

á) ×òîáû íàéòè ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó h

max

, íàéäåì âíà÷àëå

âðåìÿ ïîäúåìà t1 = υ0 sinα/g èç óñëîâèÿ ẏ = 0. Ïîäñòàâëÿÿ

çàòåì t1 â y(t), íàõîäèì h = υ2

0
sin2 α/2g. Äàëüíîñòü ïîëåòà

îïðåäåëÿåòñÿ êàê L = x

max

= x(t0) = υ2

0
sin 2α/g. Èç óñëîâèÿ

h

max

= x

max

, íàõîäèì ctgα = 1/4. (Ëåãêî íàéòè èç óðàâíåíèÿ
sin 2α = Lg/υ2

0

, ÷òî îäíîìó è òîìó æå L ñîîòâåòñòâóþò äâà

α;
â) Âûðàæàÿ âðåìÿ t èç çàêîíà äâèæåíèÿ âäîëü îñè x è ïîä-

ñòàâëÿÿ åãî â çàêîí äâèæåíèÿ âäîëü y, ïîëó÷èì
y = x tgα− g

2υ2

0
cos2 α

x2

8
- ïàðàáîëà.

1.29. à) Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ðàäèóñ êðèâèçíû â íà÷àëå

êîîðäèíàò åñòü

ρ0 =
υ2

0

an
=

υ2

0

g cosα
,

ãäå υ0 - íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü è α - óãîë ìåæäó íà÷àëüíîé

ñêîðîñòüþ è è ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 6). Òàê ñêî-

ðîñòü â òî÷êå ìàêñèìàëüíîãî ïîäúåìà ðàâíà υ0 cosα, à íîð-

ìàëüíîå óñêîðåíèå an = g, òî ðàäèóñ êðèâèçíû â ýòîé òî÷êå

åñòü ρM = υ2

0
cos2 α/g. Òîãäà èç óñëîâèÿ ρ0 = ηρM ïîëó÷àåì

cos3 α = η−1

. Îòêóäà α = π/3; á) �àäèóñ êðèâèçíû â òî÷êå M

åñòü ρM = h = υ2

0
sin2 α/2g (ñì çàäà÷ó 1.28). Òîãäà

υ2

0
cos2 α

g
=

υ2

0
sin2 α

2g

èëè

tgα =
√
2 .

1.30. Áóäåì îòñ÷èòûâàòü ïî-

g

v

O

vM M

0

h
a

a an

�èñ. 6.

òåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ îò òî÷-

êè O (ñì. ðèñ. 7). Òîãäà èç çà-

êîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñëå-

äóåò, ÷òî øàðèê óïàäåò â òî÷-

êó O ñî ñêîðîñòüþ υ0 =
√
2gh.

Ïðè óïðóãîì ïàäåíèè 
 òàêîé

æå ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòüþ îí

îòñêî÷èò îò ïëîñêîñòè. Óäîá-

íî âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 7. Òî-

ãäà, â ñèëó ðàâåíñòâà ïðè óïðóãîì ïàäåíèè óãëà ïàäåíèÿ è

óãëà îòðàæåíèÿ, ñêîðîñòü îòðàæåíèÿ áóäåò ñîñòàâëÿòü óãîë

α ñ îñüþ y. Äàëåå çàäà÷à ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî çàäà÷å 1.28,

çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà øàðèê, íà-

ïðàâëåíà ïîä óãëîì α ê âåðòèêàëè (ñì. ðèñ. 8).
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1.31. Ïóñòü óãîë íàêëîíà íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ê îñè àáñöèññ

åñòü α. Òîãäà âðåìÿ äâèæåíèÿ ñíàðÿäà ðàâíî (ñì. çàäà÷ó

1.28) t = 2υ0 sinα/g. Îòêóäà sinα = gt/2υ0. Òàê êàê ðàñ-

ñòîÿíèå ïðîéäåííîå ñíàðÿäîì âäîëü îñè àáñöèññ åñòü L =
υ0t cosα, òî cosα = L/υ0t. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå sin

2 α+cos2 α =
1, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ t, ðåøàÿ êîòîðîå íà-

õîäèì

t1,2 = 2

(

υ0
g

)2







1±

√

1−
(

gL

υ2

0

)2







.

Âðåìÿ äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè î íà÷àëüíîãî

óãëà.

1.34. à) Òàê êàê ẋ = α è x0 = x(0) = 0, òî x = αt + x0 = αt.

Ñêîðîñòü âäîëü îñè y ðàâíà ẏ = βx, òîãäà äëÿ óñêîðåíèÿ

èìååì ÿ = βẋ = βα = 
onst. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äâèæåíèå

âäîëü y ðàâíîóñêîðåííîå è çàêîí äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì íà÷àëü-

íûõ óñëîâèé åñòü

y =
αβ

2
t2 .

Óñêîðåíèÿ ÷àñòèöû âäîëü îñåé ðàâíû ax = ẍ = 0, ay = ÿ =
αβ, ïîýòîìó âåëè÷èíà óñêîðåíèÿ åñòü a = αβ.
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Èñêëþ÷àÿ t ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà t = x/α, ïîëó÷àåì èç

ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà äëÿ y óðàâíåíèå òðàåêòîðèè (ïàðàáîëà)

y =
β

2α
x2 .

á)�àäèóñ êðèâèçíû ðàâåía
v

r
j

j x

y

an

�èñ. 9.

ρ =
υ2

an
=

α2 + β2x2

an
.

Íîðìàëüíîå óñêîðåíèå ðàâíî (ñì.

ðèñ. 9) an = a cosϕ = αβ cosϕ.

Òàê êàê tgϕ = y′ = βx/α, òî íà-

õîäÿ cosϕ, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ρ =
α

β

(

1 + β2x2/α2
)3/2

.

1.36. Ïîëíîå óñêîðåíèå ðàâíî a2 = a2n + a2τ , ãäå an = υ2/R =
α2t2/R - íîðìàëüíîå óñêîðåíèå è aτ = υ̇ = α - êàñàòåëüíîå

óñêîðåíèå. Íàõîäÿ ïðîéäåííûé ïóòü S èç ðàâåíñòâà Ṡ = υ =
αt è îïðåäåëÿÿ ìîìåíò âðåìåíè t èç óñëîâèÿ S = 2πRn, íàé-

äåì an è îêîí÷àòåëüíî

a = α
√

1 + (4πn)2 .

1.38. Åñëè ϕ óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûì óñêîðåíèåì aτ è ïîë-

íûì óñêîðåíèåì, òî tgϕ = an/aτ , ãäå an - íîðìàëüíîå óñêî-

ðåíèå. Çàïèñûâàÿ ñêîðîñòü êàê υ = ks, ãäå k - êîíñòàíòà,

è âû÷èñëÿÿ óñêîðåíèÿ, aτ = υ̇ = (dυ/ds)ds/dt, an = υ2/R,

ïîëó÷èì tgϕ = 2s/R.

1.39. Íàõîäÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ êàê υ = l̇ è óñêîðåíèÿ aτ =
l̈, an = υ2/R, ïîëó÷èì ïîëíîå óñêîðåíèå a2 = a2n + a2τ .
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1.42. à)Òàê êàê âåëè÷èíà ñêîðîñòè ïîñòîÿííà, òî aτ = v̇ = 0.

Ïîýòîìó ïîëíîå óñêîðåíèå ñîâïàäàåò ñ íîðìàëüíûì, a = an

(ðèñ. 10). Ïðîåêöèè ñêîðîñòè ÷àñòèöû åñòü vx = ẋ, vy = ẏ =
2αxẋ è ñîîòâåòñòâåííî óñêîðåíèÿ ðàâíû ax = ẍ, ay = ÿ =
2αẋ2 + 2αxẍ.

Â òî÷êå x = 0 ñêîðîñòü íàïðàâëåíà âäîëü îñè x (êàñàòåëü-

íî ê ãðà�èêó òðàåêòîðèè), vx = v, vy = 0. Äëÿ óñêîðåíèé áó-

äåì èìåòü ax = aτ = 0, ay = 2αv2. Òàê êàê ay = an = v2/R, ãäå

R - ðàäèóñ êðèâèçíû, òî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

R = 1/2α.

á) Â òî÷êå x = 0 ñêîðîñòü íàïðàâëåíà âäîëü îñè x, ïî

êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó (ñì. ðèñ. 11) è åå ïðîåêöèè åñòü vx =
ẋ = ±v, vy = ẏ = 0, äëÿ óñêîðåíèé èìååì ax = aτ = 0,

ay = an = a = ÿ.

×òîáû íàéòè ïðîåêöèþ óñêîðåíèÿ ÿ = an, ïðîäè��åðåí-

öèðóåì óðàâíåíèå ýëëèïñà x2/α2 + y2/β2 = 1 äâà ðàçà ïî

âðåìåíè. Ïîñëå ïåðâîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷èì ẏ =
−(β/α)2(x/y)ẋ. Ïîñëå âòîðîãî, â òî÷êå x = 0, -

a = ÿ =
βv2

α2
.

Òàê êàê ÿ = an, òî R = α2/β.

v

v= x
. x

y

a = an

O

y

x

v

v

a

ao

�èñ. 10. �èñ. 11.
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1.44.Ïîëíîå óñêîðåíèå òî÷êè ðàâíî a =
√

v̇2 + (v2/R)2. Îïðå-

äåëÿÿ v = Rϕ̇ = R2βt è v̇, ïîëó÷èì a = (v/t)
√

1 + 4β2t4.

1.45.(21) Ïóñòü íåêîòîðàÿ òî÷êà A ëåæèò â êîíöåâîé ÷àñòè

ñíàðÿäà íà åãî ïîâåðõíîñòè è åå êîîðäèíàòà âäîëü îñè ñòâîëà

â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè åñòü x . Åñëè ε = 
onst óã-

ëîâîå óñêîðåíèå è ω = εt óãëîâàÿ ñêîðîñòü, òî óãîë ïîâîðîòà

ñíàðÿäà åñòü

ϕ =
εt2

2
=

ωt

2
.

Ïóñòü çà âðåìÿ τ òî÷êà A ïðîéäåò ðàññòîÿíèå l âäîëü ñòâîëà

è ñîâåðøèò n = 2 îáîðîòà âîêðóã îñè ñòâîëà. Òîãäà ïðè t = τ

èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷èì

ω =
4πn

τ
.

×òîáû íàéòè âðåìÿ äâèæåíèÿ τ , äîñòàòî÷íî âîñïîëüçî-

âàòüñÿ ðàâíîóñêîðåííûì çàêîíîì ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ

x = at2/2, ñâÿçüþ óñêîðåíèÿ a ñî ñêîðîñòüþ v è óñëîâèåì

òîãî, ÷òî ïðè t = τ x = l. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì τ = 2l/v è

ω = 2πnv/l.

1.47. Òåëî îñòàíîâèòñÿ, êîãäà ω = ϕ̇ = 0. Îòêóäà ïîó÷àåì

âðåìÿ îñòàíîâêè t0 =
√

a/3b. Ñðåäíèå óãëîâàÿ ñêîðîñòü <
ω > è óñêîðåíèå < β > îïðåäåëÿþòñÿ êàê

< ω >=
1

t0

∫ t0

0

ϕ̇dt =
2a

3
< β >=

1

t0

∫ t0

0

ϕ̈dt = −
√
3ab .

1.48.Òî÷êà äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè

ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè âðàùåíèÿ. Âåëè÷èíà óãëîâîé ñêîðî-

ñòè íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà ω̇ = β = αt. Èç ðèñ. 12 âèäíî,

÷òî tgϕ = an/aτ . Åñëè v = ωr - ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü òî÷êè,

ãäå r - ðàäèóñ îêðóæíîñòè, òî aτ = v̇. Íîðìàëüíîå óñêîðåíèå
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r

r

a

aa n

t

j

O

R

r

w

l

v

A

B

�èñ. 12. �èñ. 13.

ðàâíî an = v2/r. Îòêóäà

tgϕ =
αt3

4
.

Èñêîìîå âðåìÿ íàõîäèì èç óñëîâèÿ

αt3 = 4 tg(π/3) .

1.52. à) Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè òåëî ñîâåðøàåò ÷èñòîå âðà-

ùåíèå âîêðóã ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ l, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

òî÷êó B êàñàíèÿ êîëåñà ñ ïîâåðõíîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíî

íàïðàâëåíèþ ñêîðîñòè öåíòðà èíåðöèè O è ïëîñêîñòè êîëåñà

(ñì. 13). Ïîýòîìó ω = v/R. Òàê êàê v = 
onst, òî è âåêòîð

óãëîâîé ñêîðîñòè ω ïîñòîÿíåí è ëåæèò âäîëü l.

Â îáùåì ñëó÷àå ñêîðîñòü è óñêîðåíèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè

A òâåðäîãî òåëà åñòü

v = v0 + [ω, r]

a = a0 + [β, r] + [ω, [ω, r]] ,

ãäå v0, a0 - ñêîðîñòü è óñêîðåíèå öåíòðà èíåðöèè êîëåñà, à

β - óãëîâîå óñêîðåíèå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî v0 = v è ω ïîñòîÿí-

íûå âåêòîðû, ω ⊥ v, ω ⊥ r, à òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáûõ òðåõ

14

âåêòîðîâ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

[A, [B,C]] = B(A,C)−C(A,B) ,

ïîëó÷èì

a = −v2

R

r

R
.

Òàê êàê r/R - åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé èç òî÷êè O

â òî÷êó A, òî a íàïðàâëåí ê öåíòðó êîëåñà (èç òî÷êè A).

Âåëè÷èíà óñêîðåíèÿ ðàâíà a = v2/R.
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1.2. Äèíàìèêà

1.59. Èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîí, mẍ = F , ïîëó÷èì F =
m(2α − 6βt)℄. Èñêîìûå âåëè÷èíû ìîæíî íàéòè, îïðåäåëÿÿ

ìîìåíòû âðåìåíè ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êå ïîâîðîòà, â êîòî-

ðîé ẋ = 0, è íàõîæäåíèþ ÷àñòèöû â òî÷êå x = 0.

1.60. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî çàïèñàòü çàêîí Íüþòî-

íà F = mr̈ âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé. Òàê êàê ðàäèóñ âåêòîð

÷àñòèöû ðàâåí r = (x, y) = (A sinωt, B cosωt), òî F = −ω2r.

1.62. Ïóñòü R - ïîäúåìíàÿ ñèëà. Çàïèñûâàÿ âòîðîé çàêîí

Íüþòîíà äëÿ ìàññû m, à çàòåì äëÿ ìàññû m −m

á

, ãäå m

á

-

ìàññà áàëëàñòà, ïîëó÷èì èç ýòèõ ñîîòíîøåíèém

á

= 2ma/(a+
g).

1.63. Åñëè F0 ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè ìåæäó ìàññàìè m0 è m1,

à F - ìåæäó ìàññàìè m1 è m2, òî

m0a = m0g − F0

m1a = F0 − km1g − F

m2a = F − km2g .

�åøàÿ ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî a, F è F0, ïîëó÷àåì èñêîìûå

âåëè÷èíû.

1.67. Îòíîøåíèÿ ìàññ ñëó÷àå (à) ìîæíî íàéòè èç óñëîâèÿ,

÷òî ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà, F1, äåéñòâóþùàÿ íà ìàññó m1,

äîëæíà áûòü íàïðàâëåíà ê âåðøèíå íàêëîííîé ïëîñêîñòè,

à ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà F2, äåéñòâóþùàÿ íà ìàññó m2, - âåð-

òèêàëüíî âíèç âäîëü êàòåòà òðåóãîëüíèêà. Â ñëó÷àå (á) íà-

ïðàâëåíèÿ ñèë ïðîòèâîïîëîæíû.

1.68. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî çàïèñàòü âòîðîé çàêîí

Íüþòîíà äëÿ ïåðâîãî òåëà âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè, à äëÿ

âòîðîãî - âäîëü êàòåòà è ó÷åñòü, ÷òî ñèëà òðåíèÿ ðàâíà F

òð

=
kN , ãäå N - ðåàêöèÿ íà íîðìàëüíîå äàâëåíèå, è íàïðàâëåíà
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ïðîòèâ äâèæåíèÿ. Ñîâìåñòíîå ðåøåíèå äâóõ ïîëó÷èâøèõñÿ

óðàâíåíèé äàåò èñêîìóþ âåëè÷èíó.

1.71. Ïðè èçìåíåíèè óãëà α äëèíà íàêëîííîé ïëîñêîñòè S

áóäåò èçìåíÿòüñÿ. Äëÿ óñêîðåíèè a ïðîéäåííûé âäîëü íà-

êëîííîé ïëîñêîñòè ïóòü ðàâåí

S =
at2

2
,

ãäå t - âðåìÿ äâèæåíèÿ. Îòêóäà

t =

√

2S

a
=

√

2L

a cosα

è L = 
onst - äëèíà êàòåòà, ëåæàùåãî â îñíîâàíèè íàêëîííîé

ïëîñêîñòè. Îïðåäåëÿÿ óñêîðåíèå èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà,

ïîëó÷èì äëÿ t

t(α) =

√
2L

√

g cosα(sinα− k cosα)
.

Èñêîìûé óãîë íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà t′(α) = 0,

êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ tg 2α = −1/k.

1.73.Èñïîëüçóÿ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî óñêî-

ðåíèå áðóñêà ðàâíî íóëþ, ïîëó÷èì äëÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè

F :

F =
kmg

cosα + k sinα
.

Ýòî âûðàæåíèå ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, êîãäà çíà-

ìåíàòåëü ìàêñèìàëåí. Îïðåäåëÿÿ ìàêñèìóì �óíêöèè, íàé-

äåì, ÷òî óãîë α óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

tgα = k .
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Çíà÷åíèå F â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî

F =
kmg√
1 + k2

.

1.74. �ðóç è ìó�òà ñîçäàþò íàòÿæåíèå íèòè. Â ñâîþ î÷åðåäü

íèòü, ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà, ñ òîé æå ñèëîé íàòÿæå-

íèÿ äåéñòâóåò íà ãðóç è ìó�òó. Íî òàê êàê äåéñòâèå íèòè íà

ìó�òó ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â âèäå òðåíèÿ, òî ñèëà íàòÿæå-

íèÿ íèòè ðàâíà ñèëå òðåíèÿ F

òð

ìó�òû î íèòü. Ñ òàêîé æå

ïî âåëè÷èíå ñèëîé íèòü äåéñòâóåò íà ãðóç.

Âûáåðåì ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ íåïîäâèæíûì áëî-

êîì. Åñëè óñêîðåíèå ãðóçà (è ñëåäîâàòåëüíî íèòè) îòíîñè-

òåëüíî ýòîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ðàâíî a, òî óñêîðåíèå ìó�òû îò-

íîñèòåëüíî ýòîé ñèñòåìû áóäåò a′−a, òàê êàê ìó�òà äâèæåò-

ñÿ îòíîñèòåëüíî íèòè ñ óñêîðåíèåì a′, à ñàìà íèòü äâèæåòñÿ

â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè ñ óñêîðåíèåì a. Ñîñòàâëÿÿ

äàëåå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ìó�òû è ãðóçà (èñïîëüçóÿ

âòîðîé çàêîí Íüþòîíà), ïîëó÷èì äëÿ óñêîðåíèÿ a

a = g − F

òð

M

è ñèëû òðåíèÿ

F

òð

=
mM(2g − a′)

m+M
.

1.75. Åñëè a′ - óñêîðåíèÿ ãðóçîâ îòíîñèòåëüíî êàáèíû, òî èõ

óñêîðåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà åñòü

a1 = a0 + a′ a2 = a0 − a′

( m1 äâèæåòñÿ ââåðõ, m2 - âíèç). Çàïèñûâàÿ âòîðîé çàêîí

Íüþòîíà äëÿ êàæäîãî òåëà è ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó

óðàâíåíèé, ïîëó÷èì

a′ =
m1 −m2

m1 +m2

(g − a0) .
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Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ïîòîëîê ñî ñòîðîíû áëîêà (èç-çà íà-

òÿæåíèÿ íèòåé) ðàâíà F = 2T , ãäå T - íàòÿæåíèå íèòè. Èç

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïîëó÷èì

F = − 4m1m2

m1 +m2

(g − a0) .

1.76. Ïóñòü íà ìàññó m0 ñî ñòîðîíû íèòè äåéñòâóåò ñèëà íà-

òÿæåíèÿ F1. Íà ìàññûm1 èm2 ñî ñòîðîíû íèòè äåéñòâóåò ñè-

ëà F2. Ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà ìàññûm1 èm2 äåéñòâóþò

íà íèòü ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñèëîé −F2. Ïîýòîìó ðåçóëüòèðó-

þùàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà äâèæóùèéñÿ áëîê (áëîê A) åñòü

2F2 − F1 .

Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ âñåõ òåë, âêëþ÷àÿ áëîê

A. Ïóñòü óñêîðåíèå m0 åñòü a, à óñêîðåíèÿ m1, m2 åñòü ñîîò-

âåòñòâåííî ±a′. Ïóñòü, íàïðèìåð, òåëî m0 äâèæåòñÿ âïðàâî,

à òåëî m1 îòíîñèòåëüíî áëîêà A ââåðõ. Òîãäà îòíîñèòåëüíî

íåïîäâèæíîé ïîâåðõíîñòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò

âèä (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå òåëà äâèæóòñÿ âíèç)

m0a = F1

mAa = 2F2 − F1

m1(a− a′) = m1g − F2

m2(a + a′) = m2 − F2 .

�åøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàññà áëîêà A mA → 0,

ïîëó÷èì

a1 = g
4m1m2 + (m1 −m2)m0

4m1m2 + (m1 +m2)m0

.

1.77. Ïðåæäå çàìåòèì. ÷òî åñëè áðóñîê äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿí-

íîé ñêîðîñòüþ, òî òåëî 2 íå èñïûòàåò äåéñòâèå ñèëû â íàïðàâ-

ëåíèè äâèæåíèÿ áðóñêà. Êîãäà áðóñîê äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì
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a, òî â íàïðàâëåíèå åãî äâèæåíèÿ íà òåëî 2 äåéñòâóåò ñè-

ëà N2 = ma, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ðåàêöèþ áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü

áðóñêà íà íîðìàëüíîå äàâëåíèå òåëà. Åñëè k - êîý��èöèåíò

òðåíèÿ ïîêîÿ, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì óñêîðåíèè a ìàê-

ñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ, ðàâíîå kN2 = kma,

áóäåò äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû òåëî 2 (è ñëåäîâàòåëüíî òå-

ëî 1) îñòàâàëîñü áû íåïîäâèæíûì îòíîñèòåëüíî áðóñêà. Ïî-

ýòîìó èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î ìèíèìàëüíîì óñêîðåíèè ïðè

êîòîðîì òåëà íå äâèæóòñÿ.

�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà òåëà ïåðåìåùàþòñÿ îò-

íîñèòåëüíî áðóñêà. Ïóñòü áðóñîê ïåðåìåùàåòñÿ ñ óñêîðåíèåì

a, à òåëî 1 äâèæåòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîí ñ óñêîðåíèåì

a′ ïî ïîâåðõíîñòè áðóñêà. Çàïèñûâàÿ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà

äëÿ êàæäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ïîâåðõíîñòè,

ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

m(a− a′) = F

í

− F

òð 1

mg = N1

ma′ = mg − F

í

− F

òð 2

ma = N2 ,

ãäå F

òð 1,2

- ñèëû òðåíèÿ, àN1,2 - ðåàêöèè îïîðû, äåéñòâóþùèå

íà òåëà.

Åñëè òåëà íåïîäâèæíû, òî a′ = 0 è

F

í

−ma = F

òð 1

mg − F

í

= F

òð 2

.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äâèæåíèÿ íå ïðîèñõîäèëî ñèëà, äåéñòâóþ-

ùàÿ íà òåëî, íå äîëæíà ïðåâûøàòü ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ

ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ, ðàâíîãî kN , ãäå k - êîý��èöèåíò òðåíèÿ

ïîêîÿ. Äîñòèæåíèå ýòîãî çíà÷åíèÿ ïðèâåäåò ê äâèæåíèþ òå-
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ëà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî F

òð i

6 kNi è

F

í

−ma 6 kN1 = kmg

mg − F

í

6 kN2 = kma .

Îòêóäà ïîëó÷àåì

a >
1− k

1 + k
g .

è èñêîìîå çíà÷åíèå åñòü

a

min

=
1− k

1 + k
g .

1.78. Åñëè áðóñîê íåïîäâèæåí îòíîñèòåëüíî ïðèçìû, òî â

ñèñòåìå îòñ÷åòà ñâÿçàííîé ñ íåïîäâèæíîé ïîâåðõíîñòüþ íà

íåãî äåéñòâóåò ñèëà ma, íàïðàâëåííàÿ âëåâî. Ïðîåêòèðóÿ

âòîðîé çàêîí Íüþòîíà íà íàêëîííóþ ïëîñêîñòü è íà ïåðïåí-

äèêóëÿðíîå íàïðàâëåíèå, íàéäåì ðåàêöèþ ïðèçìû íà íîð-

ìàëüíîå äàâëåíèåN è ñèëó òðåíèÿ ïîêîÿ F

òð

. Äâèæåíèå áðóñ-

êà îòíîñèòåëüíî ïðèçìû áóäåò îòñóòñòâîâàòü, åñëè ñèëà òðå-

íèÿ ïîêîÿ íå ïðåâûøàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ kN .

Èç ýòîãî óñëîâèÿ íàõîäèì

amax =
1 + k tgα

tgα− k
.

1.80. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå, ÷òî â ìîìåíò t0 îòðûâà òåëà îò

ïëîñêîñòè ðåàêöèÿ ïëîñêîñòè íà íîðìàëüíîå äàâëåíèå ðàâ-

íà íóëþ, N = 0, ïîëó÷èì t0 = mg/k sinα. Ñêîðîñòü òåëà â

ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò t 6 t0 ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ äâè-

æåíèÿ

mẍ = kt cosα ,

ãäå x êîîðäèíàòà òåëà (ìàòåðèàëüíîé òî÷êè) âäîëü íàïðàâ-

ëåíèÿ äâèæåíèÿ, ïðè óñëîâèè, ÷òî ẋ(0) = 0. Ïîäñòàâëÿÿ â
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ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå t = t0, íàéäåì

v0 =
mg2

2k sin2 α
cosα .

Ïðè óñëîâèè, ÷òî x(0) = 0, ïðîéäåííûé ïóòü ðàâåí

x0 =

∫ t0

0

ẋ(t′)dt′ =
m2g3

6k2 sin3 α
cosα .

1.81. Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà

m
dυ

dt
= F cosα = F cos ks .

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî óñêîðåíèå ÿâíî çàâè-

ñèò îò ïðîéäåííîãî ïóòè. Ïîýòîìó óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ñêî-

ðîñòü çàâèñÿùåé îò âðåìåíè ÷åðåç ïóòü s, ò.å. υ(t) = υ(s(t)).

Òîãäà

dυ

dt
=

dυ

ds

ds

dt
=

dυ

ds
υ

è

dυ

ds
υ =

F

m
cos ks .

Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ó÷èòûâàÿ ÷òî υdυ/ds = dυ2/2dt,

ïîëó÷èì

υ =
√

2g sinα/3k .

1.84. a) Âûáåðåì îñü x â íàïðàâëåíèè ïîñòîÿííîãî âåêòîðà b,

òîãäà äâèæåíèå ïðîèñõîäèò âäîëü îñè x. Åñëè p = px = mυx

- èìïóëüñ ÷àñòèöû, òî

ṗ = bt(τ − t) ,

ãäå b = |b|. Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì

p(τ) = bτ 3/6
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èëè â âåêòîðíîì âèäå

p =
τ 3

6
b .

á) Ïðîéäåííûé ïóòü åñòü

s(τ) =

τ
∫

0

(p(t)/m) dt =
bτ 4

12m
.

1.85.(41) Âîçüìåì îñü x â íàïðàâëåíèè ïîñòîÿííîãî âåêòîðà

F0. Òîãäà

mẍ = F0 sinωt

è

ẋ = −F0

m
cosωt+ C .

Òàê êàê ẋ(0) = 0, òî C = F0/m. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ẋ =
F0

mω

(

1− sinωt
)

,

îòêóäà ïðîéäåííûé ïóòü åñòü

x =
F0

mω2

(

ωt− sinωt
)

1.88. Çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

m
dυ

dt
= −kυ2

èëè dυ/υ2 = −kdt, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî dυ/υ2 = −d(1/υ), áóäåì

èìåòü

d
(1

υ
− kt

m

)

= 0
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C ó÷åòîì íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ñêîðîñòè íàõîäèì

1

υ
− 1

υ0
=

kt

m
.

Îòêóäà äëÿ âðåìåíè äâèæåíèÿ ïóëè ïîëó÷èì

t =
m

k

(1

υ
− 1

υ0

)

.

×òîáû íàéòè êîý��èöèåíò k, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå äâèæå-

íèÿ â âèäå

m
dυ

dt
= m

dυ

ds

ds

dt
= m

dυ

ds
υ = −kυ2 ,

ãäå s - ïðîéäåííûé ïóòü. Îòêóäà

m
dυ

ds
= −kυ .

Ïîñòóïàÿ êàê è âûøå, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîéäåííûé ïóëåé

ïóòü ðàâåí h, ïîëó÷èì

ln
υ

υ0
= −kh

m
.

Íàõîäÿ èç ýòîãî âûðàæåíèÿ k è ïîäñòàâëÿÿ åãî â âûðàæåíèå

äëÿ âðåìåíè ïîëåòà t, ïîëó÷èì

t = h(υ0 − υ)/(υ0υ ln υ0/υ) .

1.89. Ïóñòü îñü x ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàïðàâ-

ëåíà âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè â ñòîðîíó ñïóñêà. Òîãäà ïðî-

åêòèðóÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ íà îñè êîîðäèíàò, áóäåì èìåòü

ma = mg sinα− F

òð

N = mg cosα ,
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ãäåN - ðåàêöèÿ îïîðû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî a =
dυ

dt
=

dυ

dx

dx

dt
=

dυ

dx
υ

è F

òð

= γxN , ïîëó÷èì

υ
dυ

dx
= g sinα− γxg cosα .

Èíòåãðèðóÿ ýòî âûðàæåíèå

υ
∫

0

υdυ = g

x
∫

0

(sinα− γx cosα)dx ,

íàéäåì

υ2

2
= g(x sinα− γ

x2

2
cosα) .

Ïðîéäåííûé ïóòü ìîæíî íàéòè èç óñëîâèÿ υ = 0. Ìàêñè-

ìàëüíàÿ ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ èç ýêñòðåìóìà υ (èëè υ2

).

1.90. Âîçüìåì îñü x â íàïðàâëåíèè ïîñòîÿííîãî âåêòîðà b.

Òåëî áóäåò äâèãàòüñÿ, êîãäà F > kN = kmg. Íà÷àëî äâèæå-

íèÿ ïðîèçîéäåò â ìîìåíò t0, êîãäà F = bt0 = kmg. Îòêóäà

t0 = kmg/b .

Çàïèñûâàÿ äàëåå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

mẍ = bt− kmg

è ðåøàÿ åãî, íàéäåì ïóòü x.

1.91. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íàäî ó÷åñòü, ÷òî âåñîì òåëà íà-

çûâàåòñÿ ñèëà P , ñ êîòîðîé òåëî äåéñòâóåò íà îïîðó (èëè

ïîäâåñ). Åñëè N - ðåàêöèÿ îïîðû, òî P = −N . Ïî âåëè÷èíå

âåñ ðàâåí ìîäóëþ N = |N |.

à) Íàéäåì âåñ ëåò÷èêà â íèæíåé ÷àñòè ïåòëè. Ïðè ðàâíî-

ìåðíîì äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè óñêîðåíèå òåëà ðàâíî öåí-

òðîñòðåìèòåëüíîìó óñêîðåíèþ an = υ2/R. Èñïîëüçóÿ âòîðîé
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çàêîí Íüþòîíà, ïîëó÷àåì

P1 = N1 = m
(

g +
υ2

R

)

;

á)Âåðõíÿÿ òî÷êà òðàåêòîðèè. À ýòîì ñëó÷àå èìååì

P2 = N2 = m
(

g − υ2

R

)

;

â) Ñðåäíÿÿ òî÷êà ïåòëè. Â ýòîì ñëó÷àå

P3 = N3 =
mυ2

R
.

Ñèëà òÿæåñòè mg â ýòîé òî÷êå ïåòëè êîìïåíñèðóåòñÿ ðåàê-

öèåé îïîðû, äåéñòâóþùåé â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè.

1.92. à) Íàïðàâèì îñü y âåðòèêàëüíî âíèç. Ïóñòü θ - óãîë îò-

êëîíåíèÿ íèòè îò âåðòèêàëè. Ñïðîåêòèðóåì óðàâíåíèå äâè-

æåíèÿ (âòîðîé çàêîí Íüþòîíà) íà íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîé

ê òðàåêòîðèè è íà ðàäèàëüíîå íàïðàâëåíèå

mυ2

R
= F −mg cos θ

mυ̇ = mg sin θ ,

ãäå R - äëèíà íèòè, υ - âåëè÷èíà ñêîðîñòè øàðèêà, F - íà-

òÿæåíèå íèòè. Åñëè øàðèê äâèæåòñÿ â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ

óãëà θ, òî υ = −Rθ̇ (θ̇ < 0). Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â ýòîì

ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

−Rθ̈ = g sin θ .

Óìíîæàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà θ̇

Rθ̈θ̇ = −θ̇g sin θ
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è ïåðåïèøåì åãî êàê

d

dt

(

θ̇2

2

)

=
d

dt

( g

R
cos θ

)

.

Îòêóäà ïîëó÷àåì

υ2

R
= 2g cos θ .

Íàòÿæåíèå íèòè òîãäà åñòü F = 3mg cos θ.

Íàéäåì ìîäóëü ïîëíîãî óñêîðåíèÿ êàê

a2 = a2n + a2τ =

(

υ2

R

)2

+ (υ̇)2 = g2(1 + 3 cos2 θ) ;

á) Âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ðàâíà

vy = v sin θ =
√

2gR cos θ sin θ .

Òàê êàê vy è v2y èìåþò ìàêñèìóì ïðè îäíîì è òîì æå óãëå,

òî íàéäåì ýòîò óãîë èç ìàêñèìóìà v2y

(

v2y
)

′

θ
= 0 .

�åøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì cos θ = 1/
√
3, îòêóäà F =

3mg cos θ =
√
3mg;

â) Ïîëíîå óñêîðåíèå åñòü a = an + aτ . Ïî óñëîâèþ ay =
any + aτy = 0 èëè

an cos θ + aτ sin θ =
v2

R
cos θ − v̇ sin θ = 0 .

�åøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì cos θ = 1/
√
3.

1.97. Ïîñêîëüêó v = const, òî òàíãåíöèàëüíîå óñêîðåíèå ðàâ-

íî íóëþ. Òîãäà íîðìàëüíîå óñêîðåíèå äîëæíî âûçûâàòüñÿ
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òîëüêî ñèëîé òðåíèÿ (äðóãèõ ñèë íåò). Çàïèøåì âòîðîé çà-

êîí Íüþòîíà â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè

mv2

r
= F = kN = mgk0

(

1− r

R

)

.

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ìîæíî íàéòè ìàêñèìóì v èëè v2, êîòî-

ðûé äîñòèãàåòñÿ ïðè r = R/2:

vmax =
1

2

√

gk0R .

1.3. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

1.117. Ïóñòü îñü x íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî âíèç. Åñëè x1 è

x2 êîîðäèíàòû ìàññ, òî êîîðäèíàòà ö.è. åñòü

xc =
m1x1 +m2x2

m1 +m2

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñêîðîñòè ÷àñòèö ðàâíû, íî ïðîòèâîïîëîæíî

íàïðàâëåíû, äëÿ óñêîðåíèÿ ö.è. ìîæíî çàïèñàòü

ac =
(m1 −m2)a1
m1 +m2

,

ãäå a1 - óñêîðåíèå ïåðâîãî òåëà. ×òîáû íàéòè a1 çàïèøåì

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

m1a1 = m1g − T

m2a2 = T −m2g ,
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ãäå T - íàòÿæåíèå íèòè. Îïðåäåëÿÿ èç ýòîé ñèñòåìû a1 è

ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå äëÿ ac, ïîëó÷èì

ac =
(m1 −m2)

2

(m1 +m2)2
g

1.118. Ïðè ðàâíîìåðíîì âðàùåíèè ñ ïîñòîÿííûì óãëîì θ âñå

òî÷êè öåïî÷êè âðàùàþòñÿ ïî îêðóæíîñòÿì ïåðïåíäèêóëÿð-

íûì îñè âðàùåíèÿ è äâèæåíèÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè

íåò. Òàêîå æå äâèæåíèå, ò.å. äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè â ïëîñ-

êîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè âðàùåíèÿ, ñîâåðøàåò è öåíòð

èíåðöèè . Çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ö.è. ó÷èòûâàÿ

÷òî íà öåïî÷êó äåéñòâóåò ñèëà íàòÿæåíèÿ T è ñèëà òÿæåñòè

mg

mac = T +mg

Òàê êàê äâèæåíèÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè îòñóòñòâóåò,

òî ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëå-

íèè óðàâíîâåøèâàåòñÿ ñèëîé òÿæåñòè. Ïîýòîìó ïðè ðàâíî-

ìåðíîì äâèæåíèè òî÷êè C ïî îêðóæíîñòè áóäåì èìåòü

mv2c
ρ

= T sin θ T cos θ = mg ,
ãäå ρ ðàññòîÿíèå äî îñè âðàùåíèÿ (öåíòðà îêðóæíîñòè). Òàê

êàê vc = ρω, òî èç ýòèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì

ρ =
g tg θ

ω2
T =

mg

cos θ
.

1.120. Ïðè äâèæåíèè ïî êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõ-

íîñòè (ïàðàëëåëüíî îñíîâàíèþ öèëèíäðà) âòîðîé çàêîí Íüþ-

òîíà äëÿ ñêîðîñòè ö.ì., çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

mv2

R− l
= N ,
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N
mg

Fтр

O

m

m

2

1

r

r

r

1

2

�èñ. 14. �èñ. 15.

ãäåN ðåàêöèÿ ïîâåðõíîñòè íà íîðìàëüíîå äàâëåíèå (ðèñ. 14).

Äëÿ òîãî ÷òîáû äâèæåíèå ïðîèñõîäèëî áû ïàðàëëåëüíî îñíî-

âàíèþ è íå áûëî áû ïåðåìåùåíèÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëå-

íèè, ñèëà òÿæåñòè, äåéñòâóþùàÿ íà ìîòîöèêëèñòà, äîëæíà

óðàâíîâåøèâàòüñÿ ñèëîé òðåíèÿ ïîêîÿ. Óñëîâèåì ýòîãî ÿâëÿ-

åòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

(F

òð

)max ≥ mg

èëè

(F

òð

)max = kN =
kmv2

R− l
≥ mg ,

k - êîý��èöèåíò òðåíèÿ ïîêîÿ. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà

ïîëó÷àåì

v2 ≥ (R− l)g

k
.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè òîãäà åñòü

v

min

=

√

(R− l)g

k
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1.121. Â ìîìåíò t = 0 èìïóëüñ ñèñòåìû ðàâåí

p0 = m1v1 +m2v2 .

Ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ äëÿ èìïóëüñà èìååì óðàâíåíèå (âíóò-

ðåííèå ñèëû - óïðóãèå ñèëû ïðóæèíêè íå äàþò âêëàäà, íå

âíîñÿò âêëàä â ñóììàðíóþ ñèëó)

dp

dt
= mg ,

ãäå m = m1 +m2. Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì

p = p0 +mgt .

Åñëè υc è rc - ñêîðîñòü è ðàäèóñ-âåêòîð ö.ì., òî

υc =
drc
dt

=
p

m
=

p0 +mgt

m
,

îòêóäà

rc − rc(0) =
p0t

m
+

gt2

2
.

1.122. Ïóñòü r - ðàäèóñ-âåêòîð âòîðîé ÷àñòèöû îòíîñèòåëü-

íî ïåðâîé, òàê ÷òî |r| = l (ðèñ.15). Òîãäà ðàäèóñ-âåêòîðû è

óñêîðåíèÿ ÷àñòèö ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

r2 = r1 + r a2 = a1 + a ,

ãäå a = r̈. Çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ êàæäîãî òåëà.

m1a1 = −F

í

m2a2 = m2a1 +m2a = F

í

,

ãäå F

í

- ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè. Èñïîëüçóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå,

ïîëó÷èì

F

í

=
m1m2

m1 +m2

a .
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Åñëè ïåðâàÿ ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ, òî âòîðàÿ îòíîñèòåëüíî íåå

äâèæåòñÿ â äàííûé ìîìåíò ïî îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì l. Òî-

ãäà a = |a| = v2/l.

1.125. (53) Çàïèñûâàÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñèñòåìû

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî m2/m1 = η, íàéäåì ñêîðîñòü ñîñòàâíîé ÷à-

ñòèöû â âèäå

υ =
2 + 4η

1 + η
i+

3− 5η

1 + η
j .

1.128.Ïðè äâèæåíèè ïî îêðóæíî-

p

p

p

p p

p

+
1

2

1 2

3
0

�èñ. 16.

ñòè íà ìó�òû äåéñòâóåò ñèëû, íà-

ïðàâëåííûå âäîëü ðàäèóñîâ. Íåïî-

ñðåäñòâåííî äî ñòîëêíîâåíèÿ è ñðà-

çó ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî ìó�òû äâèæóòñÿ âäîëü

îáùåé êàñàòåëüíîé, âäîëü êîòîðîé

ñèëû îòñóòñòâóþò (íàïðàâëåíû ïî

íîðìàëè) Òîãäà âäîëü êàñàòåëüíîé

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Çàïèñûâàÿ

çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è âûðàæàÿ ñêîðîñòè ìó�ò äî è

ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ÷åðåç íîðìàëüíûå óñêîðåíèÿ v =
√
anR,

ïîëó÷èì äëÿ íîðìàëüíîãî óñêîðåíèÿ ñîñòàâíîé ìó�òû

a =
(m1

√
a1 −m2

√
a2)

2

(m1 +m2)2
.

1.129. Ïóñòü ìîäóëè èìïóëüñîâ êóñêîâ ðàâíû p1 = p2 = mv,
p3 = mv3, òîãäà ìîäóëü èìïóëüñà òåëà åñòü p0 = 3mv0. Èç

ðèñ. 16 ñëåäóåò, ÷òî ìîäóëü èìïóëüñà òðåòüåãî êóñêà ðàâåí

p3 =
√

2m2v2 + 9m2v2
0
.

Îòêóäà íàõîäèì ñêîðîñòü v3 = p3/m.

32

1.131.Ïóñòü υ10 ñêîðîñòü 1-é ÷àñòèöû äî ñòîëêíîâåíèÿ, à υ1

è υ2 - ñêîðîñòè ÷àñòèö íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç u1 è u1 ñêîðîñòè ÷àñòèö â ïðîèçâîëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ.

�àññìîòðèì áåñêîíå÷íûé ìàëûé èí-

v
10i

v
2
n

v j1-

�èñ. 17.

òåðâàë âðåìåíè, îõâàòûâàþùèé ìîìåíò

ñòîëêíîâåíèÿ (t = 0). Â òå÷åíèå òàêî-

ãî èíòåðâàëà ñèëû òðåíèÿ íå óñïåâà-

þò èçìåíèòü ñêîðîñòè è ïðèáëèæåííî

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âíåøíèõ ñèë íåò

è âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ èì-

ïóëüñà

m1υ10 = m1υ1 +m2υ2 . (1)

×òîáû îïðåäåëèòü íà÷àëüíûå ñêîðîñòè ðàçëåòà υ1 è υ2, ðàñ-

ñìîòðèì äâèæåíèÿ ÷àñòèö äî èõ ïîëíîé îñòàíîâêè. Äëÿ ýòî-

ãî èñïîëüçóåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà. Ïðè ïðÿìîëèíåéíîì

äâèæåíèè, èìååì

m1

du1

dt
= −km1g m2

du2

dt
= −km1g .

Çäåñü èìååò ìåñòî ðàâíîçàìåäëåííîå äâèæåíèå , ïðè êîòîðîì

u1 = υ1 − kgt u2 = υ2 − kgt .

Îòêóäà íàõîäèì âðåìÿ äî îñòàíîâêè êàæäîé ÷àñòèöû, u1 =
u2 = 0, è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîéäåííûé ïóòü s1 è s2. Â ðåçóëü-

òàòå íàéäåì, ÷òî

v2
1
= 2kgs1 v2

2
= 2kgs2 .

Ïåðåïèøåì (1) â âèäå (ñì. 17)

−m1v1j+m2v2n = m1v10i ,
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ãäå i, −j è n - åäèíè÷íûå îðòû â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ.

Óìíîæèì ñêàëÿðíî ýòî ðàâåíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíî íà i è j,

ïîëó÷èì

v10 = ηv2 cosα v1 = ηv2 cos β ,

ãäå α è β - óãëû íàêëîíà âåêòîðà n ñîîòâåòñòâåííî ê îñÿì x

è y. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî cos2 α + cos2 β = 1, ïîëó÷èì

v10 =
√

2kg(η2s2 − s1) .

1.146. Åñëè ∆r ýëåìåíòàðíîå ïåðåìåùåíèå âäîëü òðàåêòî-

ðèè, òî ðàáîòà ñèëû ïî ïåðåìåùåíèþ ÷àñòèöû èç òî÷êè 1 â

òî÷êó 2 ðàâíî

A = ΣF ·∆r = F · Σ∆r = F · (r2 − r1) = −17 .

1.147. Åñëè ïîâåðíóòü ðèñóíîê çàäà÷è íà 90◦ ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå, òî çàäà÷à áóäåò àíàëîãè÷íà çàäà÷å î äâèæåíèè ìó�-

òû â ïîëå ñèëû òÿæåñòè. Ïóñòü îñü y ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó

2, îñü x - ÷åðåç òî÷êó 1, íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòðå îêðóæ-

íîñòè. Â äàííîì ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìó�òû åñòü

U = −Fy ( â ïîëå ñèëû òÿæåñòè U = −mgy). Èñêîìûé îòâåò

ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè,

âçÿòîé â òî÷êàõ 1 è 2.

1.148. Íàéäåì ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ëîêîìîòèâ âäîëü ïóòè

s

F = m
dv

dt
= m

dv

ds
ṡ = m

dv

ds
v =

mα2

2
, .

Òàê êàê ñèëà ïîñòîÿííà, òî ðàáîòà ðàâíà A = Fs. Íàõîäÿ

ïðîéäåííûé ïóòü ïîëó÷èì

A =
mα4t

8
.

1.149. Ìîäóëü ñèëû ðàâåí

F = m
√

a2n + a2τ .
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî v2 = 2K/m = 2αs2/m, ìîæíî íàéäåì íîð-

ìàëüíîå óñêîðåíèå an. Êàñàòåëüíîå óñêîðåíèå aτ íàõîäèì èç

ðàâåíñòâà

dv2

dt
= 2vv̇ = 2vaτ =

4αsṡ

m
=

4αsv

m
.

1.150. Ïóñòü ÷àñòèöà ïðîíèêàåò

l

hds

dx

dy

q

F

�èñ. 18.

íà ãëóáèíó x è îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Òîãäà

T2 − T1 = A12
ãäå T - êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, à

A12 - ðàáîòà òîðìîçÿùåé ñèëû.

Òàê êàê T2 = 0, òî äëÿ ìîäó-

ëÿ òîðìîçÿùåé ñèëû F (x) ìîæ-

íî çàïèñàòü

−mv2
1

2
= −

x
∫

0

F (l)dl .

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî v = p/m = x/αm è äè��åðåí-

öèðóÿ ïî x, ïîëó÷èì

F (x) =
x

mα2
.

1.151. Ñëîâî "ìåäëåííî"â äàííîé çàäà÷å îçíà÷àåò, ÷òî òåëî

äâèæåòñÿ áåç óñêîðåíèÿ. Òîãäà, åñëè θ - óãîë ìåæäó íàïðàâ-

ëåíèåì ñèëû (ñì. 18) è ãîðèçîíòàëüþ (îñíîâàíèåì ãîðêè), òî

F = kmg cos θ +mg sin θ .

Íà êàæäîì ìàëîì ïåðåìåùåíèè ds âäîëü ãîðêè ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî òåëî äâèæåòñÿ ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè, ñîñòàâëÿ-

þùåé ñ ãîðèçîíòàëüþ óãîë θ. Íàéäåì ýëåìåíòàðíóþ ðàáîòó
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íà ýòîì ïåðåìåùåíèè

dA = Fds = kmg ds cos θ +mg ds sin θ .

Òàê êàê

ds cos θ = dx ds sin θ = dy

(ñì. ðèñ. 18), òî ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ðàáîò

âäîëü äâèæåíèÿ òåëà ïîëó÷èì èñêîìûé îòâåò.

1.152. Áðóñîê äâèæåòñÿ áåç óñêîðåíèÿ, ïîýòîìó ñèëà òÿãè

ðàâíà

F = F

òð

+mg sinα ,

ãäå F

òð

- ìîäóëü ñèëû òðåíèÿ. Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà

äëèíó íàêëîííîé ïëîñêîñòè, íàéäåì ðàáîòó ñèëû òÿãè.

A = −A

òð

+mgh ,

çäåñü A

òð

< 0 - ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæ-

íî íàéòè âåëè÷èíó ðàáîòû ñèëû òðåíèÿ. Ïðè ñêàòûâàíèè

èìååì äëÿ ñêîðîñòè â êîíå÷íîì ïîëîæåíèè

mv2

2
= A

òð

+mgh ,

îòêóäà íàõîäèì ñêîðîñòü.

1.155. Áðóñîê m2 ïðèäåò â äâèæåíèå, åñëè ñèëà óïðóãîñòè

ðàñòÿíóòîé ïðóæèíû ñðàâíÿåòñÿ ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì

ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ F

óï

= kmg. Ïóñòü ýòî óñëîâèå âûïîëíÿ-

åòñÿ, åñëè óäëèíåíèå ïðóæèíû ðàâíî l (ðèñ. 19). Òîãäà

κl = kmg , (1)

ãäå κ - êîý��èöèåíò æåñòêîñòè ïðóæèíû. Ïðè ìèíèìàëüíîì

çíà÷åíèè âíåøíåé ñèëû áðóñîê m1 ïåðåìåñòèâøèñü íà ðàñ-

ñòîÿíèå l, îñòàíîâèòñÿ. Äåéñòâèå âíåøíåé ñèëû áóäåò êîì-

ïåíñèðîâàíî ñóììàðíûì äåéñòâèåì ñèëû òðåíèÿ è óïðóãîé
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mm

mm

x
l

x

F

F
FF упрупр

1

1

2

2

�èñ. 19.

ñèëû, íàïðàâëåííûõ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó. Ïðè áîëü-

øèõ çíà÷åíèÿõ F áðóñîê áóäåò ïðîäîëæàòü äâèæåíèå âïðàâî.

Ïðè ìåíüøèõ - ïðóæèíà íå äîñòèãíåò íåîáõîäèìîãî óäëèíå-

íèÿ l. Äëÿ íàõîæäåíèÿ F èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî

A = ∆T = 0 ,

ãäå A - ðàáîòà ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû, F

ðåç

= F − κx− km1g,

ïåðåìåùàþùåé ïåðâûé áðóñîê âäîëü îñè x. Âû÷èñëÿÿ ðàáîòó,

ïîëó÷èì

F l − κl2

2
− km1gl = 0

èëè

F − κl

2
− km1g = 0 . (2)

Èñïîëüçóÿ (1) è (2), íàéäåì F = kg(m1 +m2/2).

1.165. Íàéäåì ìèíèìàëüíóþ ðàñòÿãèâàþùóþ ñèëó, íåîáõî-

äèìóþ, ÷òîáû ñóììàðíîå ðàñòÿæåíèå ïðóæèí áûëî∆l. Ïóñòü

ëåâûé êîíåö ïåðâîé ïðóæèíû çàêðåïëåí, à ê ïðàâîìó êîíöó

âòîðîé ïðóæèíû ïðèëîæåíà ðàñòÿãèâàþùàÿ ñèëà (ðèñ. 20).

Ïîñëå ðàñòÿæåíèÿ ïðóæèí íà íóæíîå óäëèíåíèå ñèñòåìà ïðè-

äåò â ðàâíîâåñèå. Îáîçíà÷èì ðàñòÿæåíèå ïåðâîé ïðóæèíû

÷åðåç ∆l1, à âòîðîé ÷åðåç ∆l2, ïðè÷åì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ



37

F
1 2k k

Dl1 Dl2

�èñ. 20.

ðàâåíñòâî

∆l1 +∆l2 = ∆l .

Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñèëû ñ êîòîðûìè ïðó-

æèíû äåéñòâóþò äðóã íà äðóãà ðàâíû

κ1∆l1 = κ2∆l2 .

�åøàÿ äâà óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíî, ìîæíî íàéòè ∆l1 è ∆l2. Äà-

ëåå èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå äëÿ ïðèðàùåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè

∆E = ∆T +∆U = A

âí

,

ãäå ∆T - ïðèðàùåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ∆U - ïðèðàùå-

íèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à A

âí

- ðàáîòà âíåøíåé ñèëû.

Òàê êàê ∆T = 0, à ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äå�îðìèðîâàííîé

ïðóæèíû ðàâíà κi∆l2i /2, òî

A

âí

=
κ1κ2∆l

2(κ1 + κ2)
.

1.215. Ìîìåíò ñèëû ðàâåí ðàâåí

N = [r ,F ] = [ai+ bj , Ai +Bj]

= (aB − bA)[i , j] = (aB − bA)k .

Åñëè ϕ óãîë ìåæäó ðàäèóñîì-âåêòîðîì è ñèëîé,ïëå÷î ðàâíî

l = |r| sinϕ .
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Ñèíóñ ìîæíî íàéòè, åñëè ó÷åñòü, ÷òî

cosϕ =
r · F
|r||F |

1.217. Ïóñòü äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè (xy), òîãäà

ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí

M = m[r ,υ] = m[xi + yj , υxi + υyj ] =

= m(xυy − yυx)[i , j] = m(xυy − yυx)k .

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî êîîðäèíàòû è ïðîåêöèè ñêîðîñòè

òåëà, áðîøåííîãî ïîä óãëîì α ê ãîðèçîíòó, ïîëó÷èì

M = −mgυ0t
2

2
cosαk M = |M | = mgυ0t

2

2
cosα .

Â íàèâûñøåé òî÷êå t = v0 sinα/g, îòêóäà

M =

√
2mv3

0

8g

1.218. Ìîìåíò èìïóëüñà íàïðàâëåí çà ÷åðòåæ, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíî ïëîñêîñòè ÷åðòåæà. Ïîýòîìó ìîäóëü ìîìåíòà îòíîñè-

òåëüíî îñè ðàâåí ìîäóëþ ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O,

M = lmv, ãäå l - ïëå÷î ìîìåíòà, ðàâíîå ïåðïåíäèêóëÿðó, îïó-

ùåííîìó èç O íà íàêëîííóþ ïëîñêîñòü, à v ñêîðîñòü øàéáû.

Ïîäñòàâëÿÿ l è v. ïîëó÷èì

M =
1

2
mght sin 2α .



39

1.4. Âñåìèðíîå òÿãîòåíèå

1.237. Ïóñòü m è Mc - ìàññû ïëàíåòû è Ñîëíöà (Mc = 1, 97 ·
1030êã). Íà ïëàíåòó ñî ñòîðîíû Ñîëíöà äåéñòâóåò ñèëà

F = γ
mMc

R2
,

ãäå R - ðàäèóñ îðáèòû, γ = 6, 6 · 10−11

- ãðàâèòàöèîííàÿ ïî-

ñòîÿííàÿ. Èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà

mv2

R
= γ

mMc

R2

íàéäåì R, ïîçâîëÿþùèé íàéòè óãëîâóþ ñêîðîñòü êðóãîâîãî

äâèæåíèÿ.

1.238. à) Ñîãëàñíî òðåòüåìó çàêîíó Êåïëåðà êâàäðàòû ïå-

ðèîäîâ îáðàùåíèÿ ïëàíåò âîêðóã ñîëíöà îòíîñÿòñÿ êàê êóáû

ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ èõ îðáèò

T 2

þ

T 2

ç

=
R3

þ

R3

ç

,

ãäå T

þ

= 12ëåò, T

ç

= 1ãîä - ïåðèîäû îáðàùåíèÿ Þïèòåðà è

Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà, à R

þ

, R

ç

- ðàäèóñû îðáèò. Èç ýòîãî

ðàâåíñòâà íàõîäèòñÿ îòíîøåíèå R

þ

/R

ç

= 3
√
144;

á) Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñêîðîñòè Þïèòåðà èñïîëüçóåì âòîðîé çà-

êîí Íüþòîíà è íàõîäèì v2 = γMc/Rþ

. Âûðàæàÿ ðàäèóñ èç

ðàâåíñòâà v = ωR = 2πR/T , ïîëó÷èì

v =

(

γ
2π

T

þ

Mc

)1/3

.

Óñêîðåíèå íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà

a =
v2

R
.
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1.239.Îáû÷íî ýëëèïòè÷åñêèå òðàåêòîðèè ïëàíåò î÷åíü áëèç-

êè ê êðóãîâûì ñ ðàäèóñîì R, ðàâíûì áîëüøîé ïîëóîñè ýë-

ëèïñà a

R = a =
r1 + r2

2
.

Òîãäà ïåðèîä îáðàùåíèÿ âîêðóã ñîëíöà åñòü

T =
2π

ω
=

2πR

v
.

Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå v íàõîäèì èç âòîðîãî

çàêîíà Íüþòîíà. Îêîí÷àòåëüíî áóäåì èìåòü

T = π

√

(r1 + r2)3

2γMc

.

1.240. Èñõîäèì èç òðåòüåãî çàêî-

r

a

rmax

O
�èñ. 21.

íà Êåïëåðà

T 2

0

(ηT0)2
=

r3

a3
,

ãäå T0 - ïåðèîä îáðàùåíèÿ ïî êðó-

ãîâîé îðáèòå è a - ïîëóîñü ýëëèï-

ñà, ðàâíàÿ a = (r+r

max

)/2 (ðèñ. 21).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â ïåð-

âîå ðàâåíñòâî, íàéäåì

r

max

= r(2η2/3 − 1) .

1.242. Åñëè T0 - âðåìÿ îáðàùåíèÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå,

òî âðåìÿ ïàäåíèÿ τ = T0/2 (ðèñ. 22). Çàïèøåì òðåòèé çàêîí

Êåïëåðà, ñ÷èòàÿ, ðàäèóñ Ëóíû R èçâåñòåí

T 2

T 2

0

=
r3

(

r +R

2

)3
,
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ãäå (r+R)/2 - ïîëóîñü ýëëèïñà (ñì.ðèñ.22) è T - ïåðèîä îáðà-

ùåíèÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî

íàéòè T0. Ïåðèîä T íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà

v = ωr =
2πr

T
,

à ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå v ìîæåò áûòü íàé-

äåíà èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà

v2

r
= γ

m

ë

r2
,

ãäå m

ë

- ìàññà ëóíû.

1.243.Íàéäåì ïåðèîä TR äâèæåíèÿ ïëà- r

Rr +

r R

�èñ. 22.

íåòû ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ïî êðóãîâîé

îðáèòå ðàäèóñà R, èñõîäÿ èç ñîîòíîøå-

íèÿ v = ωR = 2πR/TR è âòîðîãî çàêîíà

Íüþòîíà

TR =
2πR3/2

√
GMc

,

ãäå Mc - ìàññà Ñîëíöà. Àíàëîãè÷íî çà-

ïèñûâàåòñÿ ïåðèîä Tr äâèæåíèÿ ïëàíå-

òû â ìîäåëè ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ñ ðà-

äèóñîì îðáèòû r = R/η. �àññìàòðèâàÿ

�îðìó Ñîëíöà êàê øàð, ìîæíî âûðàçèòü ìàññó Ñîëíöà mc

â ìîäåëè ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ÷åðåç ìàññó Mc. Äàëåå ñëåäóåò

ðàññìîòðåòü îòíîøåíèå Tr/TR.

1.255. Èñêîìûå óñêîðåíèÿ åñòü

a1 = g =
GM

ç

R2

ç

a2 = ω2R

ç

=
2π

T

a3 =
GMc

r2
,
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ãäå M

ç

= 5, 98 · 1024êã - ìàññà Çåìëè, R

ç

= 6, 37 · 106 - ðàäèóñ

Çåìëè, T = 86400ñ - ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñóòîê, G = 6, 67 ·
10−11

- ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, Mc = 1, 9 · 1030êã - ìàññà

Ñîëíöà, r = 1, 5·1011ì - ðàññòîÿíèÿ ìåæäó Çåìëåé è ñîëíöåì.

Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå äàííûå, âû÷èñëèòü

1 a1 : a2 : a3.

1.256. 1) Óñëîâèå óìåíüøåíèÿ óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

åñòü

g0 − gh = ηg0 èëè η =
g0 − gh

g0
,

ãäå g0 = GM/R, gh = GM/(R+h) - óñêîðåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè

çåìëè è íà âûñîòå h è M - ìàññà Çåìëè, à R åå ðàäèóñ. Ïîä-

ñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ óñêîðåíèé â ðàâåíñòâî äëÿ η, ìîæíî

ïîëó÷èòü

2Rh = ηR2 = 2ηhR + h2(η2 − 1) .

Ïðåíåáðåãàÿ ñëàãàåìûì (h/R)2 ïî ñðàâíåíèþ ñ h/R, ïîëó÷èì

ïðè η = 0, 01

h =
ηR

2(1− η)
= 32 · 103ì ;

2) Â äàííîì ñëó÷àå

g0
gh

= n .

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ äëÿ g0 è gh, ïîëó÷èì

óðàâíåíèå äëÿ h, ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü êîòîðîãî åñòü

h = R(
√
n− 1) = R(

√
2− 1) ≈ 2640êì .

1.267. Ïåðâàÿ

2

è âòîðàÿ

3

êîñìè÷åñêèå ñêîðîñòè ðàâíû

v1 =
√

gR =

√

GM

R
v2 =

√
2v1 ,

1

Åñëè x/y = a/b = 1/(b/a), à y/z = b/d = (b/a/(d/a), òî ìîæíî

çàïèñàòü x : y : z = 1 : b/a : d/a.

2

ñêîðîñòü íåîáõîäèìàÿ äëÿ äâèæåíèÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå â ïîëå ïëà-

íåòû

3

íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü äëÿ ïðåîäîëåíèÿ òÿãîòåíèÿ ïëàíåòû
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ãäå M = 7, 35 · 1022êã - ìàññà ëóíû, R = 1, 7 · 106ì - ðàäèóñ

Ëóíû. Äëÿ Çåìëè v1 ≈ 8êì/ñ, v2 ≈ 11êì/ñ.

1.247. Èñïîëüçóåì çàêîíû ñîõðà-

M
C

r rmax minmax

v

v

v
0

r
0

a

�èñ. 23.

íåíèÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëü-

ñà. Åñëè r åñòü íàèáîëüøåå èëè

íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå îò ñîëí-

öà (ñì. ðèñ. 23), à v ñêîðîñòü ïëà-

íåòû â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ,

òî

E =
mv2

2
−G

mMC

r
=

mv2
0

2
−G

mMC

r0
L = rv = r0v0 sinα .

Âûðàæàÿ v èç âòîðîãî ðàâåíñòâà è ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâîå, ïî-

ëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ r

η sin2 α

2
x2 − x+

(

1− η

2

)

= 0 ,

ãäå

x =
r0
r
, η =

r0v0
GMC

.

Äâà ðåøåíèÿ ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ äàþò íàèáîëüøåå

è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ r.
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1.5. Äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà

1.272. Äâèæåíèå ñòåðæíÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

ma = F1 + F2

dL

dt
= M ,

ãäå L - ìîìåíò èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî ö.è., à M - ðåçóëü-

òèðóþùèé ìîìåíò âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî ö.è. Òàê êàê

âðàùåíèÿ ñòåðæíÿ íåò, òî M = 0. Ìîìåíò ñèë íàïðàâëåí

ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ðèñóíêà (âäîëü îñè z). Òîãäà, åñ-

ëè x - ðàññòîÿíèå îò öåíòðà èíåðöèè äî òî÷êè ïðèëîæåíèÿ

ñèëû F2, òî â ñêàëÿðíîé �îðìå çàïèñàííûå âûøå óðàâíåíèÿ

äàþò

ma = F2 − F1

Mz = (x+ b)F1 − xF2 = 0 .

Íàõîäÿ èç ýòèõ óðàâíåíèé x, ìîæíî íàéòè äëèíó ñòåðæíÿ

l = 2(x+ b).

1.273. Íà øàð äåéñòâóþò ñèëà F , ñèëà òÿæåñòè mg, ðåàêöèÿ

íà íîðìàëüíîå äàâëåíèå N è ñèëà òðåíèÿ F

òð

(F

òð

= kN).

Ïóñòü xy ïëîñêîñòü ðèñóíêà, ïðè÷åì øàð äâèæåòñÿ â íàïðàâ-

ëåíèè îñè x, à îñü z íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ÷åðòåæó, íà

"íàñ". Â îòñóòñòâèè âðàùåíèÿ ìîìåíò ñèë M îòíîñèòåëüíî

ö.è. ðàâåí íóëþ (ñîîòâåòñòâåííî è ïðîåêöèÿ íà îñü z,Mz = 0)

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

ma = F cosα− F

òð

mg = N + F sinα

Mz = = RF sinα−RF

òð

= 0 .
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x

Dx

l

y

Dx

y

o x

r
a

�èñ. 24. �èñ. 25.

�åøåíèå ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äàåò èñêîìûå âåëè÷èíû.

1.277. à) Ïóñòü ìàññà ýëåìåíòà ýëåìåíòà ∆x åñòü ∆m (ñì.

ðèñ. 24). Òîãäà ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè y åñòü

Iy =
∑

x2∆m.

Òàê êàê ñòåðæåíü îäíîðîäíûé, òî äëÿ ïëîòíîñòè ìîæíî çà-

ïèñàòü

m

l
=

∆m

∆x
,

îòêóäà

∆m =
m

l
∆x .

Ïîýòîìó

Iy =
m

l

∑

x2∆x .

Óñòðåìëÿÿ ∆x → 0 è ïåðåõîäÿ îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðè-

ðîâàíèþ, ïîëó÷èì

Iy =
ml2

3
;

á) Â äàííîì ñëó÷àå (ðèñ. 25) ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà ∆x äî

îñè y ðàâíî r = x sinα, îòêóäà

Iy =
∑

r2∆m → m

l
sin2 α

∫ l/2

−l/2

x2dx .
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1.281.Ìîìåíò èíåðöèè ðàâåí

Iz =
∑

∆mρ2 ,

ãäå ρ - ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà äóãè ∆s äî îñè z (ñì. ðèñ. 26)

è ∆m - ìàññà ýòîãî ýëåìåíòà, ðàâíàÿ

∆m =
m

2πa
∆s =

m

2π
∆ϕ .

Èñïîëüçóåì ýòî ñîîòíîøåíèå â âûðàæåíèè äëÿ ìîìåíòà èíåð-

öèè. Óñòðåìëÿÿ çàòåì ∆ϕ → 0, ïîëó÷èì, ïîñëå ïåðåõîäà ê

èíòåãðèðîâàíèþ,

Iz =
ma2

2π

∑

cos2 ϕ∆ϕ → ma2

2π

2π
∫

0

cos2 ϕdϕ =
ma2

2
.

1.287.à) Ïóñòü ãðóç äâèæåòñÿ âåðòè-

r

j

D jD�s
�èñ. 26.

êàëüíî âíèç. Åñëè F - íàòÿæåíèå íè-

òè, I = mR2/2 ìîìåíò èíåðöèè öè-

ëèíäðà îòíîñèòåëüíî ñâîåé îñè, à ε -

óãëîâîå óñêîðåíèå öèëèíäðà, òî äâè-

æåíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-

ùèìè óðàâíåíèÿìè

ma = mg − F

Iε = RF

a = Rε .

Èç ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû íàéäåì äëÿ óãëîâîãî óñêîðåíèÿ

ε = ω̇ =
g

R(1 +M/2m)
,
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îòêóäà

ω =
gt

R(1 +M/2m)
(ω(0) = 0) ;

á) Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñêîðîñòü ãðóçà v = Rω, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-

ãèÿ ñèñòåìû âû÷èñëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ

T =
mv2

2
+

1

2
Iω2 .

1.292. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Ïóñòü òåëî m1 äâè-

æåòñÿ âåðòèêàëüíî ââåðõ, òîãäà

m1a = F1 −m1g

m2a = m2g − F2

Iβ = Mz = R(F2 − F1)

a = Rβ ,

ãäå β - óãëîâîå óñêîðåíèå öèëèíäðà, I = mR2/2 - ìîìåíò

èíåðöèè öèëèíäðà, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûðàæàåò ñâÿçü ëè-

íåéíîãî óñêîðåíèÿ è óãëîâîãî. �åøàÿ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé,

ìîæíî íàéòè β è F1/F2. Äëÿ îòíîøåíèÿ ñèë ïîëó÷èì

F1

F2

=
4 +m/m2

4 +m/m1

.

Ïðè m → 0, F1 → F2.

1.293. à) Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ åñòü

m1a = F1 − kN

m2a = m2g − F2

Iε = −rF1 + rF2

a = εr ; N = m1g
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Çäåñü F1 è F2 - ñèëû íàòÿæåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ìåæäó áëî-

êîì è m1 è áëîêîì è m2, I - ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî

îñè äèñêà, ε - åãî óãëîâîå óñêîðåíèå, r - ðàäèóñ äèñêà, a óñêî-

ðåíèå òåë. �åøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì a;

á) �àáîòà ñèëû òðåíèÿ ðàâíà

A = −F

òð

S ,

ãäå S = at2/2 - ïðîéäåííûé òåëîì 1 ïóòü. Îòêóäà

A = −km1g
at2

2
.

1.316. Íà øàð äåéñòâóþò ñèëû òÿæåñòè, òðåíèÿ F

òð

è ðåàê-

öèÿ íà íîðìàëüíîå äàâëåíèå Nn. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ åñòü

ma = mg sinα− F

òð

Iε = F

òð

R

Nn = mg cosα ,

ãäå a - óñêîðåíèå ö.ì., ε - óãëîâîå óñêîðåíèå øàðà, I = 2mR2/5

- ìîìåíò èíåðöèè øàðà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

åãî öåíòð.

Òî÷êà øàðà, ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ñ íàêëîííîé ïëîñêîñòüþ â

äàííûé ìîìåíò âðåìåíè, ïîêîèòñÿ îòíîñèòåëüíî ýòîé ïëîñ-

êîñòè è øàð ñîâåðøàåò ÷èñòîå âðàùåíèå âîêðóã îñè, ïåðïåí-

äèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ. Ïîýòîìó

a = Rε .

�åøàÿ ñîâìåñòíî çàïèñàííûå âûøå óðàâíåíèÿ è èñêëþ÷àÿ

ñèëó òðåíèÿ, ïîëó÷èì

a =
5

7
g sinα .



49

A C

a

r

T

A C

a

R

T

e

l

A

cvc

el

�èñ. 27. �èñ. 28.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî íàéòè ñêîðîñòü öåíòðà èíåð-

öèè v = at è óãëîâóþ ñêîðîñòü ω = εt, ÷òî ïîçâîëÿåò âû÷èñ-

ëèòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ

T =
mv2

2
+

I

2
ω2

1.320. à) Çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ö.ì. è óðàâíåíèå äëÿ ìî-

ìåíòà èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî ö.ì. (ðèñ. 27).

ma = mg − T

Iε = TR ,

ãäå T - ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè, I - ìîìåíò èíåðöèè öèëèíäðà,

ε - óãëîâîå óñêîðåíèå ö.ì. Òî÷êà A (ñì. ðèñ. 27) öèëèíäðà â

äàííûé ìîìåíò ïîêîèòñÿ è öèëèíäð ñîâåðøàåò ÷èñòîå âðàùå-

íèå âîêðóã îñè l, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A ïåðïåíäèêóëÿð-

íî ïëîñêîñòè ðèñóíêà. Ýòî àíàëîãè÷íî äâèæåíèþ öèëèíäðà

ïî íåïîäâèæíîé ïîâåðõíîñòè, ãäå òî÷êà A - òî÷êà ñîïðèêîñ-

íîâåíèÿ öèëèíäðà è ïëîñêîñòè è öèëèíäð ñîâåðøàåò ÷èñòîå

âðàùåíèå âîêðóã îñè l (ðèñ. 28). Ïîýòîìó òî÷êà C â äàííûé
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ìîìåíò äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà R è a = Rε. �åøàÿ

ñîâìåñòíî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñ ïåðâûìè äâóìÿ, ïîëó÷èì

ε =
2g

3R
;

á) Ìîùíîñòü ðàâíà P = mgv.

1.6. Êîëåáàíèÿ

3.1. á) Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ãðà�èêè çàâèñèìîñòè ax è vx îò

ñìåùåíèÿ x. Äëÿ ýòîãî ïîêàæèòå, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

ax = −ω2x

v2x
ω2A2

+
x2

A2
= 1 .

3.2. à) Ïðåäñòàâèòü êîîðäèíàòó ÷àñòèöû â âèäå

x− A

2
= −A

2
sin 2ωt .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ÷àñòèöà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ îêîëî ïîëî-

æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ A/2. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò îïðå-

äåëèòü àìïëèòóäó êîëåáàíèé è ïåðèîä.

á) Ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

v2x
ω2A2

+
(x− A/2)2

(A/2)2
= 1 .

3.3. Ïðåäñòàâèòü ñìåùåíèå x â âèäå

x = a cos(ωt+ α) ,
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ââîäÿ íîâûå ïîñòîÿííûå a è α ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâ

A = a cosα B = −a sinα .

3.11. à) Ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

x2

A2
+

y2

B2
= 1 .

×òîáû îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ, íàéòè ẋ, ẏ è îïðå-

äåëèòü èõ çíà÷åíèÿ, íàïðèìåð, ïðè t = 0 è ωt = π/2

á) Íàéòè ẍ, ÿ è âûðàçèòü èõ ÷åðåç êîîðäèíàòû ÷àñòèöû x

è y.

3.13. óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû èìååò âèä

mẍ = F (x) = −dU

dx
= −U0a sin ax .

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ F (x) = 0 è

ðàâíî x = 0. Ïðè ìàëûõ êîëåáàíèÿõ ñìåùåíèÿ èç ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ ìàëû, ïîýòîìó

F (x) = −U0a sin ax ≈ −U0a
2x .

Èñïîëüçóÿ ýòî âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äâèæå-

íèÿ, ìîæíî íàéòè ïåðèîä.

3.17. Ïðè äâèæåíèè ìàÿòíèêîâ ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ïî äóãàì

îêðóæíîñòåé ðàäèóñà l (ñì. ðèñ. 29). �àññìîòðèì, íàïðèìåð,

äâèæåíèå ïðàâîé ÷àñòèöû ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ. Ëåâàÿ

÷àñòèöà äâèæåòñÿ íàâñòðå÷ó. Âäîëü êàñàòåëüíîé íà ÷àñòèöó

äåéñòâóåò ïðîåêöèÿ ñèëû òÿæåñòè mg sinϕ ≈ mgϕ è ïðîåê-

öèÿ óïðóãîé ñèëû ïðóæèíû, ðàâíàÿ ïî çàêîíó �óêà

F

óïð

cosϕ = κ(L− L0) cosϕ ≈ κ(L− L0) ,
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j

Fупр

mg

v

jl l
O

a

b

A

B
v

v

�èñ. 29. �èñ. 30.

ãäå L− L0 - óäëèíåíèå ïðóæèíû, êîòîðîå ïðè ìàëûõ ϕ ïðè-

áëèæåííî ðàâíî

L− L0 = 2l sinϕ ≈ 2lϕ .

Òàê êàê ñêîðîñòü ðàâíà v = −lϕ̇ ( ïðè äâèæåíèè âëåâî ϕ̇ < 0),

òàíãåíöèàëüíîå óñêîðåíèå åñòü a = v̇ = −lϕ̈. Çàïèñûâàÿ çà-

òåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ è ïðèâîäÿ åãî ê ñòàíäàðòíîìó âè-

äó óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé, ïîëó÷èì âûðàæåíèå

äëÿ ïåðèîäà.

3.18. Øàðèê äâèæåòñÿ èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ äî ñòåíêè

òî÷íî òàê æå êàê è ñâîáîäíûé ìàÿòíèê áåç îãðàíè÷åíèé. Ïî-

ýòîìó åãî äâèæåíèå â èíòåðâàëå îò β äî −α îïðåäåëÿåòñÿ

óðàâíåíèåì

ϕ̈+ ω2ϕ = 0 ω2 =
g

l
,

ãäå ϕ - óãîë îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò âåðòèêàëè, ïðè çàäàí-

íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ðàâíûé

ϕ = β cosωt .
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Ïðè óïðóãîì îòðàæåíèè îò ñòåíêè øàðèê ìåíÿåò ñâîþ ñêî-

ðîñòü íà ïðîòèâîïîëîæíóþ è îïÿòü äâèæåòñÿ êàê ñâîáîäíûé

ìàÿòíèê. Âðåìÿ tAB, êîòîðîå çàòðà÷èâàåò ñâîáîäíûé ìàÿò-

íèê ïðè äâèæåíèè îò A ê B (ñì. ðèñ. 30) ñîâïàäàåò ñî âðåìå-

íåì åãî ïåðåìåùåíèÿ

1

èç B ê A. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïåðèîä

ìàÿòíèêà ñî ñòåíêîé ðàâåí

T = 2tAB .

Âðåìÿ äâèæåíèÿ tAB íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

−α = β cosωtAB .

Ïðè ðåøåíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâà

arccos(−a) = π − arccos(a)

arccos(a) + arcsin(a) =
π

2
.

3.25. Ïóñòü x - êîîðäèíàòà òåëà, îòñ÷èòûâàåìàÿ âäîëü îñè

ïðóæèíû (îñü x íàïðàâëåíà âïðàâî) è íåäå�îðìèðîâàííîìó

ïîëîæåíèþ ïðóæèí ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå x = 0. Ïóñòü òåëî

ïåðåìåñòèëîñü, íàïðèìåð, âïðàâî. Òîãäà íà íåãî äåéñòâóåò

ñî ñòîðîíû ëåâîé ïðóæèíû ñèëà óïðóãîñòè F1, íàïðàâëåííàÿ

âëåâî è ñòðåìÿùàÿñÿ âåðíóòü òåëî â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.

Ïî çàêîíó �óêà

F1 = −κδl1 = −κ(l1 − l0) = −κx ,

1

Ïðè äâèæåíèè ñâîáîäíîãî ìàÿòíèêà â ïðÿìîì è îáðàòíîì íàïðàâ-

ëåíèè, â îäíîé è òîé æå òî÷êå òðàåêòîðèè åãî ñêîðîñòè îòëè÷àþòñÿ

òîëüêî íàïðàâëåíèåì. Ýòî ñëåäóåò èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ïî-

ýòîìó âðåìÿ çàòðà÷èâàåìîå íà äâèæåíèå â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ âäîëü

îäíîãî è òîãî æå ó÷àñòêà òðàåêòîðèè áóäåò îäèíàêîâûì.
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ãäå δl1 = l1 − l0 = x - óäëèíåíèå ëåâîé ïðóæèí. Ñî ñòîðîíû

ïðàâîé ñæàòîé ïðóæèíû äåéñòâóåò ñèëà óïðóãîñòè

1

,

F2 = κδl2 = κ(l2 − l0) = −κx ,

ãäå δl2 = (l2 − l0) = −x - óäëèíåíèå âòîðîé ïðóæèíû, òàêæå

ñòðåìÿùàÿñÿ âåðíóòü òåëî â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Çàïèñû-

âàÿ äàëåå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, ìîæíî íàéòè ïåðèîä.

3.27. Ïóñòü, íàïðèìåð, öåíòð

C

N
N

F
N

F11 2
2

�èñ. 31.

ìàññ ñòåðæíÿ ñìåñòèëñÿ âëå-

âî íà âåëè÷èíó x îòíîñèòåëü-

íî ñåðåäèíû ðàññòîÿíèÿ ìåæ-

äó îñÿìè äèñêîâ (îñü x íàïðàâ-

ëåíà âïðàâî). Ñî ñòîðîíû äèñ-

êîâ íà ñòåðæåíü äåéñòâóþò ñè-

ëû ðåàêöèè íà íîðìàëüíîå äàâëåíèå N1, N2 è ñèëû òðåíèÿ

F1 = kN1 è F2 = −kN2 (ñì. ðèñ. 31).

Çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ö.ì. ñòåðæíÿ, óñëîâèå îò-

ñóòñòâèÿ âðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð

ìàññ, ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ÷åðòåæà (ðàâåíñòâî íóëþ

ñóììàðíîãî ìîìåíòà ñèë îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè) è óñëîâèå

îòñóòñòâèÿ äâèæåíèÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè

mẍ = kN2 − kN1

(l/2− x)N1 = (l/2 + x)N1

mg = N1 +N2 .

Óðàâíåíèå äëÿ ñìåùåíèÿ ö.ì. ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó óðàâ-

íåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé

mẍ+ ω2x = 0 ,

åñëè èñêëþ÷èòü ðåàêöèè äèñêîâ. Îòêóäà ìîæíî íàéòè ïåðèîä

T = 2π/ω.

1

Åñëè ïðàâûé êîíåö ïðóæèíû çàêðåïëåí, òî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

ïðàâèëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ñèëû óïðóãîñòè, äåéñòâóþùåé íà ëåâûé êî-

íåö, ðàâíî F = κδl (áåç çíàêà ìèíóñ), ãäå δl -óäëèíåíèå ïðóæèíû, êî-

òîðîå ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì
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3.54. Çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ óãëîâîãî ìîìåíòà Lz = Iω =
Iϕ̇

Iϕ̈ = −kϕ ,

êîòîðîå èìååò âèä óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ω2 =
k/I. �åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü

ϕ = A cosωt+B sinωt = ϕm cos(ωt+ α) .

Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ìîæíî íàéòè àìïëèòóäó êî-

ëåáàíèé

ϕm =
√
A2 +B2 .

Ýíåðãèÿ êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé ðàâíà

E =
Iϕ̇2

2
+ U(ϕ) ,

ãäå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìîæåò

áûòü îïðåäåëåíà èç ñîîòíîøåíèÿ U1−U2 = A, ãäå A - ðàáîòà

óïðóãèõ ñèë

U(0)− U(ϕ) =

ϕ
∫

0

Nzdϕ =

ϕ
∫

0

kϕdϕ .

Ïðè óñëîâèè, ÷òî U(0) = 0, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà

E =
Iϕ̇2

2
+

kϕ2

2
=

kϕ2

m

2
.

3.66. Ïóñòü x êîîðäèíàòà âäîëü îñè, íàïðàâëåííîé âåðòè-

êàëüíî âíèç è îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òå-

ëà. Êîãäà òåëî íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñíîì ïîëîæåíèè, ïðóæèíà

ðàñòÿíóòà (÷òîáû óðàâíîâåñèòü ñèëó òÿæåñòè òåëà) äî äëèíû

l0 + ∆l, ãäå l0 - íåäå�îðìèðîâàííàÿ äëèíà ïðóæèíû, à ∆l -

ñîîòâåòñòâóþùåå óäëèíåíèå.
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Íà òåëî äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè mg è ñèëà íàòÿæåíèÿ

íèòè F . Íà äèñê äåéñòâóåò ñèëà íàòÿæåíèÿ F ñî ñòîðîíû òå-

ëà, à òàêæå ñèëà óïðóãîñòè ïðóæèíû, ðàâíàÿ ïî çàêîíó �óêà

κ(l0+∆l+x− l0) = κ(∆l+x), ïðè óñëîâèè, ÷òî òåëî ñìåñòèò-

ñÿ íà ðàññòîÿíèå x èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Òàêèì îáðàçîì,

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå (òåëî ñìåùàåòñÿ

âíèç)

mẍ = mg − F

Iϕ̈ = RF − Rκ(∆l + x) ,

ãäå ϕ - óãîë ïîâîðîòà äèñêà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ẋ = Rϕ̇ è ẍ = Rϕ̈,

èñêëþ÷èì ñèëó íàòÿæåíèÿ íèòè F .

I

R
ẍ = R(mg −mẍ)− Rκ(x+∆l) .

Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, x = 0, ẍ = 0, ÷òî äàåò mg = κ∆l.

Îòêóäà

ẍ = − κR2

mR2 + I
x .

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî íàéòè ÷àñòîòó è ïåðèîä êîëåáàíèé.

1.7. �èäðîäèíàìèêà

1.367. Åñëè ðàññìîòðåòü �èçè÷åñêè ìàëûé ýëåìåíò îáúåìà

æèäêîñòè ìåæäó òî÷êàìè 1 è 2, òî îí äâèæåòñÿ ïî èñêðèâëåí-

íîé òðàåêòîðèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ýëåìåíò èìååò öåíòðî-

ñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå, íàïðàâëåííîå ê öåíòðó êðèâèçíû.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà ýòîò ýëåìåíò äåéñòâóåò ñèëà ñî ñòî-

ðîíû îêðóæàþùèõ ñëîåâ æèäêîñòè, òàêæå íàïðàâëåííàÿ ê
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öåíòðó êðèâèçíû. Ýòà ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíî ðàçíîñòè äàâ-

ëåíèé. Ïîýòîìó ÷åì äàëüøå ñëîé æèäêîñòè îò öåíòðà êðè-

âèçíû, òåì áîëüøèì äàâëåíèåì îí îáëàäàåò. Òàêèì îáðàçîì,

äàâëåíèå p1 > p2. Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñêî-

ðîñòÿìè, íóæíî ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå Áåðíóëëè äëÿ ëèíèé

òîêà, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè 1 è 2

ρv2
1

2
+ ρgh1 + p1 = 
onst

ρv2
2

2
+ ρgh2 + p2 = 
onst .

Êîíñòàíòû â ýòèõ ðàâåíñòâàõ îäèíàêîâûå, òàê êàê âäîëü âåðõ-

íåãî ñå÷åíèÿ ñêîðîñòè, âûñîòû è äàâëåíèÿ ñîâïàäàþò. Ïðå-

íåáðåãàÿ ðàçíîñòüþ âûñîò â òî÷êàõ 1 è 2, èç ýòèõ ðàâåíñòâ

ìîæíî íàéòè ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñêîðîñòÿìè.

1.368. Èñêîìûé îáúåì ðàâåí

Q = v1S1 ,

ãäå v1 - ñêîðîñòü â ñå÷åíèè S1. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íàéòè v1.

Èç óñëîâèÿ íåðàçðûâíîñòè (íåñæèìàåìîñòè) æèäêîñòè,

v1S1 = v2S2 ,

ãäå v2 - ñêîðîñòü â ñå÷åíèè S2, ñëåäóåò, ÷òî ïðè S1 < S2,

v1 > v2. À èç óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè íà ëèíèè òîêà

p1 +
ρv2

1

2
= p2 +

ρv2
2

2

ñëåäóåò, ÷òî p1 < p2. Ïîýòîìó âûñîòà ñòîëáà æèäêîñòè áó-

äåò áîëüøå âî âòîðîé òðóáêå. Òàê êàê äàâëåíèå â òðóáêàõ

ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

p1,2 = p0 + ρgh1,2 ,
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ãäå p0 - àòìîñ�åðíîå äàâëåíèå, òî èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî,

óðàâíåíèå Áåðíóëëè è óñëîâèå íåðàçðûâíîñòè, ìîæíî íàéòè

ñêîðîñòü v1 è èñêîìóþ âåëè÷èíó Q = v1S1.

1.369. Âíå òðóáêè ñêîðîñòü è äàâ-

p
B

pA

vA

Dh

�èñ. 32.

ëåíèå ãàçà âî âñåõ òî÷êàõ òðóáî-

ïðîâîäà îäèíàêîâû. Ïóñòü äàâëå-

íèå è ñêîðîñòü â òðóáîïðîâîäå ðàâ-

íû vA è pA (ðèñ. 32). Èñêîìûé îáú-

åì ðàâåí Q = vAS. �àç â òðóáêå íà-

õîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè ñ æèäêîñòüþ.

Äëÿ ãàçà ñèëîé òÿæåñòè ìîæíî ïðå-

íåáðå÷ü, ïîýòîìó äàâëåíèå ãàçà â òðóáêå, âûõîäÿùåé íàâñòðå-

÷ó ïîòîêó, âåçäå ïîñòîÿííî. Îáîçíà÷èì åãî êàê pB. Äàâëåíèå

â òðóáêå, íàõîäÿùåéñÿ â íèæíåé ÷àñòè òðóáîïðîâîäà, òàêîå

æå êàê è â ïîòîêå è ðàâíî pA.

Íà ëèíèè òîêà óïèðàþùåéñÿ â òðóáêó, óðàâíåíèå Áåðíóë-

ëè èìååò âèä

pA +
ρv2A
2

= pB (vB = 0) .

Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ æèäêîñòè â òðóáêå èìååò âèä

pA + ρ0g∆h = pB .
Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ìîæåò áûòü íàéäåíî vA è äàëåå Q = vAS.

1.372. Åñëè ýëåìåíò æèäêîñòè âûëåòàåò èç îòâåðñòèÿ ñî ñêî-

ðîñòüþ v, òî åãî äàëüíåéøåå äâèæåíèå àíàëîãè÷íî äâèæåíèþ

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, áðîøåííîé íà âûñîòå h0 
 íà÷àëüíîé

ñêîðîñòüþ v0x = v ïàðàëëåëüíîé îñè x. Ïðîéäåííîå ðàññòîÿ-

íèå âäîëü îñè x ðàâíî

l = v

√

2h0

g
.



59

Ñêîðîñòü v ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè

p0 + ρgh = p0 + ρgh0 +
ρv2

2
,

ãäå p0 - àòìîñ�åðíîå äàâëåíèå è ñêîðîñòü íà ïîâåðõíîñòè

æèäêîñòè ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ v

ìîæíî íàéòè ïðè êàêîì çíà÷åíèè h0 ðàññòîÿíèå l ïðèíèìàåò

ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå.

1.379. �àññìîòðèì âíà÷àëå ñîñóä âûñîòû h0 ñ îäíèì îòâåð-

ñòèåì â áîêîâîé ñòåíêå íà âûñîòå h1. Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíî-

ñòè äàâëåíèå ðàâíî àòìîñ�åðíîìó äàâëåíèþ p0 è ñêîðîñòüþ

òî÷åê ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. �àññìîòðèì

ëèíèþ òîêà, íà÷èíàþùóþñÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âîäû

è óõîäÿùóþ â îòâåðñòèå. Äàâëåíèå â âûòåêàþùåé ñòðóå ïðè-

áëèçèòåëüíî ðàâíî p0. Òîãäà óðàâíåíèå Áåðíóëëè äàåò

p0 + ρgh0 = p0 + ρgh1 +
ρv2

2
,

ãäå v - ñêîðîñòü âûòåêàþùåé ñòðóè. Îòêóäà

v =
√

2gh ,

ãäå h = h0 − h0. Çà åäèíèöó âðåìåíè èç îòâåðñòèÿ óíîñèòñÿ

èìïóëüñ, ðàâíûé

mv = ρSv · v = ρSv2 = ρS2gh .

Íî, èçìåíåíèå èìïóëüñà æèäêîñòè â åäèíèöó âðåìåíè ðàâíî

ñèëå, äåéñòâóþùåé íà æèäêîñòü. Ïîýòîìó íà æèäêîñòü äåé-

ñòâóåò ñèëà, ðàâíàÿ ρS2gh. Íà æèäêîñòü äåéñòâóþò òîëüêî

ñòåíêè ñîñóäà. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà,

æèäêîñòü ñ òàêîé æå ñèëîé äåéñòâóåò íà ñîñóä, íî íàïðàâëåí-

íîé ïðîòèâîïîëîæíî v. Òàêèì îáðàçîì, ðåàêöèÿ âûòåêàþùåé

æèäêîñòè ïî âåëè÷èíå ðàâíà

F = ρS2gh .
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Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî íàéòè ðåçóëüòèðóþùóþ ñè-

ëó ðåàêöèè âîäû íà ñîñóä â ñëó÷àå äâóõ îòâåðñòèé.

1.8. Óïðóãèå äå�îðìàöèè òâåðäîãî òåëà

1.347. Ñîãëàñíî çàêîíà �óêà ñæàòèå (äàâëåíèå P ) ñòåðæíÿ

ñâÿçàíî ñ îòíîñèòåëüíûì óäëèíåíèåì ñòåðæíÿ ε ñîîòíîøå-

íèåì

P = E|ε|, ε =
l − l0
l0

,

ãäå l0 - íåäå�îðìèðîâàííàÿ äëèíà ñòåðæíÿ, l - åãî äëèíà ïî-

ñëå äå�îðìàöèè, E - ìîäóëü Þíãà.

Åñëè òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ èçìåíÿåòñÿ íà ∆t, òî åãî äëè-

íà èçìåíèòñÿ êàê

l = l0(1 + α∆t) ,

ãäå α - êîý��èöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ. Ïîýòîìó, â ðå-

çóëüòàòå èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû óäëèíåíèå ñòåðæíÿ áóäåò

ε = α∆t .

×òîáû â ðåçóëüòàòå íàãðåâàíèÿ äëèíà ñòåðæíÿ íå èçìåíè-

ëàñü, åãî íåîáõîäèìî ñæàòü ñ òàêèì æå ïî âåëè÷èíå, íî îò-

ðèöàòåëüíûì óäëèíåíèåì. Ñîãëàñíî çàêîíà �óêà àáñîëþòíàÿ

âåëè÷èíà äàâëåíèÿ áóäåò

P = αE∆t .

1.352. �àññìîòðèì ìàëûé ýëåìåíò áðóñêà dx, íàõîäÿùèéñÿ

íà ðàññòîÿíèè x îò åãî ëåâîãî êîíöà (ðèñ. 33 ). Ñèëà, äåéñòâó-

þùàÿ íà ýòîò ýëåìåíò, äâèæóùèéñÿ ñ óñêîðåíèåì a, ðàâíà

dT = dma =
m

l
dx

F0

m
=

F0

l
dx ,
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T T + dT
F0

xd

x

x

A B

�èñ. 33.

ãäå m - ìàññà áðóñêà, à l - åãî äå�îðìèðîâàííàÿ äëèíà. �å-

çóëüòèðóþùàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòü AB áðóñêà è ðàâ-

íàÿ

1 F0 − T (x), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ýëåìåíòàðíûõ ñèë

dT

F0 − T (x) =

∫ x

0

dT =

∫ x

0

F0

l
dx =

F0

l
x ,

îòêóäà ñèëà ñæàòèÿ â ñå÷åíèè B åñòü

T (x) = F0

(

1− x

l

)

Íàéäåì óäëèíåíèå, êîòîðîå èñïûòûâàåò ïðîèçâîëüíûé ýëå-

ìåíò áðóñêà dx ïðè äå�îðìàöèè, èñïîëüçóÿ çàêîí �óêà

∆(dx) = −T (x)

ES
dx .

Ïðè ìàëûõ äå�îðìàöèÿõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü äîáàâêîé ∆T è

ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíò ñæèìàåòñÿ ñèëàìè T , äåéñòâóþùèìè íà

åãî òîðöàõ. ×òîáû íàéòè ñóììàðíîå óäëèíåíèå íóæíî ïðî-

ñóììèðîâàòü óäëèíåíèå êàæäîãî ìàëîãî ýëåìåíòà ∆(dx). Â

ðåçóëüòàòå äëÿ óäëèíåíèÿ âñåãî áðóñêà ïîëó÷èì

−∆l =

∫ l

0

T (x)

ES
dx =

F0l

2ES

1

Ñèëà T äåéñòâóåò íà ýëåìåíò dx, íà ÷àñòü AB äåéñòâóåò ñèëà −T
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è îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå åñòü

∆l

l
= − F0

2ES

1.355. à) �àññìîòðèì ýëåìåíò ñòåðæíÿ dx

x

l x-

dx

P

P + dP

�èñ. 34.

(ðèñ. 34). Ñî ñòîðîíû íèæíåé ÷àñòè íà

ýòîò ýëåìåíò äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè P (x) =
ρg(l − S), ãäå ρ - ïëîòíîñòü, S - ïëîùàäü

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ. Ñî ñòîðîí

âåðõíåé ÷àñòè íà ýòîò ýëåìåíò äåéñòâóåò

ñèëà P +dP = ρg(l−x+dx)S. Ïðè âû÷èñ-

ëåíèè óäëèíåíèÿ ìàëîãî ýëåìåíòà äëèíû

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü äîáàâêîé dP è ñ÷èòàòü,

÷òî íà áîêîâûå ãðàíè ýëåìåíòà äåéñòâóþò

ðàñòÿãèâàþùèå ñèëû P (x). Òîãäà ïî çàêî-

íó �óêà óäëèíåíèå ýëåìåíòà âäîëü åãî îñè åñòü

∆(dx) =
P

SE
dx =

ρg

E
(l − x)dx .

Ñóììèðóÿ âñå óäëèíåíèÿ áóäåì èìåòü äëÿ óäëèíåíèÿ âñåãî

ñòåðæíÿ

∆l =

∫ l

0

ρg

E
(l − x)dx =

ρgl2

2E
.

á) Îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå îáúåìà ñòåðæíÿ åñòü

∆V

V
= εx + εy + εz ,

ãäå

εx =
∆lx
lx

=
∆l

l
εy =

∆ly
ly

εz =
∆lz
lz
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- îòíîñèòåëüíûå óäëèíåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âäîëü îñè ñòåðæ-

íÿ è â äâóõ ïîïåðå÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ (ñòåðæåíü èìååò �îð-

ìó ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà) è

εx =
∆l

l
=

ρgl

2E
εy = εz = −µ

∆l

l
,

ãäå µ - êîý��èöèåíò Ïóàññîíà. Îòêóäà ïîëó÷àåì

∆V

V
=

ρgl

2E
(1− 2µ) .

1.9. �åëÿòèâèñòñêàÿ ìåõàíèêà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà. �àññìîòðèì äâå èíåðöèàëüíûå

ñèñòåìû îòñ÷åòà K è K ′

, ïðè÷åì K ′

äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî

K ñî ñêîðîñòüþ v. Ïóñòü îñè x è x′

îáåèõ ñèñòåì êîîðäèíàò

íàïðàâëåíû âäîëü âåêòîðà v, à îñè y y′ è z z′ - ïàðàëëåëüíû

äðóã äðóãó. Îáîçíà÷èì âðåìÿ â ñèñòåìå K ÷åðåç t, à â ñèñòåìå

K ′

- ÷åðåç t′. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà âûðàæàþò ïåðåõîä îò

îäíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ê äðóãîé ïðè óñëîâèè, ÷òî ñêîðîñòü

ñâåòà â ïóñòîòå âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà îäè-

íàêîâà è ðàâíà c, è èìååò âèä (β = v/c):

x′ =
x− βct
√

1− β2
, y′ = y, z′ = z, t′ =

t− (β/c)x
√

1− β2
.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåìåíû

çíàêà ó v ( èëè ó β).

x =
x′ + βct′
√

1− β2
, y = y′, z = z′, t =

t′ + (β/c)x′

√

1− β2
.
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Ñîáñòâåííîé äëèíîé íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé ðàçìåð l0 òåëà

â òîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îí ïîêîèòñÿ.

Ïóñòü l0 - ñîáñòâåííàÿ äëèíà ñòåðæíÿ (â ñèñòåìå K ′

). Åñëè

l - äëèíà ýòîãî ñòåðæíÿ, èçìåðåííàÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà K,

îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ñòåðæåíü äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v, òî

ñîãëàñíî ïðåîáðàçîâàíèþ Ëîðåíöà

l = l0
√

1− β2 .

Âðåìÿ îòñ÷èòàííîå ïî ÷àñàì, äâèæóùèìñÿ âìåñòå ñ òå-

ëîì, íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âðåìåíåì ýòîãî òåëà. Îáîçíà-

÷èì ñîáñòâåííîå âðåìÿ òåëà ÷åðåç t0 = t′ (â K ′

-ñèñòåìå).

Ïóñòü â îäíîé è òîé æå òî÷êå ñèñòåìû K ′

ïðîèñõîäÿò äâà

ñîáûòèÿ ñ èíòåðâàëîì ∆t0 = ∆t′, â ñèñòåìå K ýòèì ñîáûòèÿì

îòâå÷àåò èíòåðâàë ∆t. Èç ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ñëåäóåò,

÷òî ýòè ïðîìåæóòêè âðåìåíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

∆t =
∆t0

√

1− β2
.

1.396. Ïóñòü l0 - ñîáñòâåííàÿ äëèíà ñòåðæíÿ (â ñèñòåìå îò-

ñ÷åòà, â êîòîðîé ñòåðæåíü ïîêîèòñÿ), à l - åãî äëèíà äëÿ

íàáëþäàòåëÿ îòíîñèòåëüíî, êîòîðîãî ñòåðæåíü äâèæåòñÿ ñî

ñêîðîñòüþ v, òîãäà ïî óñëîâèþ

l = l0 − ηl0 ,

ãäå η = 0, 005. Òàê êàê

l = l0
√

1− v2/c2 ,

ãäå c - ñêîðîñòü ñâåòà, òî ïîäñòàâëÿÿ, çíà÷åíèå l â ïåðâîå

ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ v.
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1.397. Ïóñòü âòîðîé êàòåò òðåóãîëüíèêà åñòü b è ïðèëåæà-

ùèé ê êàòåòó a óãîë åñòü α, òîãäà

tgα =
b

a
.

Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ íàáëþäàòåëÿ â ñèñòåìå K ′

tgα′ =
b

a′
.

Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó ñîáñòâåííîé äëèíîé êàòåòà a è åãî

äëèíîé a′ â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà, ìîæíî íàéòè òàí-

ãåíñ óãëà α′

.

Äëèíó ãèïîòåíóçû â K ′

ìîæíî íàéòè èç ðàâåíñòâà

l′ =
a′

cosα′
.

1.398. Ñîáñòâåííàÿ äëèíà l0 ñòåðæíÿ (â K ′

- ñèñòåìå) ðàâíà

l0 =
√
a′2 + b′2 ,

ãäå a′, b′ ïðîåêöèè l0 íà îñè êîîðäèíàò è îñü x′

íàïðàâëåíà

âîëü íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ.

Åñëè a è b ñîîòâåòñòâåííî ïðîåêöèè ñòåðæíÿ â K ñèñòåìå,

òî

a = a′
√

1− β2 b = b′ .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî a = l cos θ, b = l sin θ, èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ

ìîæíî íàéòè a′, b′, à çàòåì l0.

1.399. Ïóñòü ìåòêè ðàñïîëîæåíû â K-ñèñòåìå âäîëü îñè x.

Íàéäåì ñêîðîñòü è äëèíó ñòåðæíÿ â K-ñèñòåìå. Ñêîðîñòü

ðàâíà

v =
∆x

t2 − t1
.
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Äëèíà ñòåðæíÿ ðàâíà

l = v(t3 − t2) .

Îòêóäà ìîæíî íàéòè ñîáñòâåííóþ äëèíó ñòåðæíÿ

l0 =
l

√

1− v2/c2
.

1.400. Åñëè t0 - ñîáñòâåííîå âðåìÿ (â K
′

- ñèñòåìå), à t âðåìÿ

â ñèñòåìå K, òî

t0 = t
√

1− v2/c2 = t−∆t .

�åøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ìîæíî íàéòè èñêîìóþ ñêîðîñòü.

1.401. Â K - ñèñòåìå äëèíà ñòåðæíÿ ðàâíà l = vt (â òå÷åíèå

èíòåðâàëà ∆t ëåâûé êîíåö ñòåðæíÿ ïðîéäåò ðàññòîÿíèå äî

ìåòêè, ðàâíîå äëèíå ñòåðæíÿ l.)

ÂK ′

- ñèñòåìå ñîáñòâåííàÿ äëèíà ñòåðæíÿ ðàâíà l0 = v∆t0

(â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà ∆t0 ìåòêà ïðîéäåò ðàññòîÿíèå l0 ñî

ñêîðîñòüþ v). Òàê êàê

l = l0
√

1− β2 ,
òî ïîäñòàâëÿÿ l è l0, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ v.
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Çàäà÷è

1.1. Êàòåð, äâèãàÿñü âíèç ïî ðåêå, îáîãíàë ïëîò â ïóíêòå

A. ×åðåç τ = 60ìèí ïîñëå ýòîãî îí ïîâåðíóë îáðàòíî è çà-

òåì âñòðåòèë ïëîò íà ðàññòîÿíèè l = 6, 0êì íèæå ïóíêòà A.

Íàéòè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ, åñëè ïðè äâèæåíèè â îáîèõ íàïðàâ-

ëåíèÿõ ìîòîð êàòåðà ðàáîòàë â îäíîì ðåæèìå.

1.3. Òî÷êà ïðîøëà ïîëîâèíó ïóòè ñî ñêîðîñòüþ υ0. Íà îñòàâ-

øåéñÿ ÷àñòè ïóòè îíà ïîëîâèíó âðåìåíè äâèãàëàñü ñî ñêîðî-

ñòüþ υ1, à ïîñëåäíèé ó÷àñòîê ïðîøëà ñî ñêîðîñòüþ υ2. Íàéòè

ñðåäíþþ çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ ñêîðîñòü òî÷êè.

1.5.Äâå ÷àñòèöû , 1 è 2, äâèæóòñÿ ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè

υ1 è υ2. Èõ ðàäèóñ-âåêòîðû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðàâ-

íû r1 è r2. Ïðè êàêîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó ýòèìè ÷åòûðüìÿ

âåêòîðàìè ÷àñòèöû èñïûòàþò ñòîëêíîâåíèå äðóã ñ äðóãîì?

1.7. Äâà ïëîâöà äîëæíû ïîïàñòü èç òî÷êè A íà îäíîì áåðåãó

ðåêè â ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíóþ òî÷êó B íà äðóãîì áåðåãó.

Äëÿ ýòîãî îäèí èç íèõ ðåøèë ïåðåïëûòü ðåêó ïî ïðÿìîé AB,

äðóãîé æå - âñå âðåìÿ äåðæàòü êóðñ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê òå-

÷åíèþ, à ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå åãî ñíåñåò, ïðîéòè ïåøêîì

ïî áåðåãó ñî ñêîðîñòüþ u. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè u îáà ïëîâöà

äîñòèãíóò òî÷êè òî÷êè B çà îäèíàêîâîå âðåìÿ, ñêîðîñòü òå-

÷åíèÿ υ0 = 2êì/÷ è ñêîðîñòü êàæäîãî ïëîâöà îòíîñèòåëüíî

âîäû υ′ = 2, 5êì/÷.

1.10. Äâà òåëà áðîñèëè îäíîâðåìåííî èç îäíîé òî÷êè: îäíî

- âåðòèêàëüíî ââåðõ, äðóãîå - ïîä óãëîì θ = 60◦ ê ãîðèçîíòó.

Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü êàæäîãî òåëà υ0 = 25ì/
. Íàéòè ðàññòî-

ÿíèå ìåæäó òåëàìè ÷åðåç t = 1, 70ñ.

1.15. Êàáèíà ëè�òà, ó êîòîðîé ðàññòîÿíèå îò ïîëà äî ïîòîë-

êà 2,7 ì, íà÷àëà ïîäíèìàòüñÿ ñ óñêîðåíèåì 1,2ì/


2
. ×åðåç 2,0

ñ ïîñëå íà÷àëà ïîäúåìà ñ ïîòîëêà êàáèíû ñòàë ïàäàòü áîëò.
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Íàéòè: à) âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ áîëòà; á) ïåðåìåùåíèå

è ïóòü áîëòà çà âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà,

ñâÿçàííîé ñ øàõòîé ëè�òà.

1.17. Èç ïóíêòà A, íàõîäÿùåãîñÿ íàA

B

C D

l

�èñ. 35.

øîññå (ñì. ðèñ. 35) íåîáõîäèìî çà êðàò-

÷àéøåå âðåìÿ ïîïàñòü íà ìàøèíå â

ïóíêò B, ðàñïîëîæåííûé â ïîëå íà

ðàññòîÿíèè l. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè

îò òî÷êè D ñëåäóåò ñâåðíóòü ñ øîñ-

ñå, åñëè ñêîðîñòü ìàøèíû ïî ïîëþ â

η ðàç ìåíüøå åå ñêîðîñòè ïî øîññå?

1.20. �àäèóñ-âåêòîð ÷àñòèöû ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì t ïî çà-

êîíó r = bt(1 − αt), ãäå b - ïîñòîÿííûé âåêòîð, α - ïîëîæè-

òåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Íàéòè: à) ñêîðîñòü è óñêîðåíèå ÷àñòèöû

êàê �óíêöèè t; á) âðåìÿ, ÷åðåç êîòîðîå ÷àñòèöà âåðíåòñÿ â

èñõîäíóþ òî÷êó, è ïðîéäåííûé ïðè ýòîì ïóòü.

1.21. Â ìîìåíò t = 0 ÷àñòèöà âûøëà èç íà÷àëà êîîðäèíàò â

ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x. Åå ñêîðîñòü ìåíÿåòñÿ ñî

âðåìåíåì t êàê υ = υ0(1− t/τ), ãäå υ0 - íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü,

åå ìîäóëü v0 = 10, 0ñì/ñ, τ = 5, 0ñ. Íàéòè: à)êîîðäèíàòó x

÷àñòèöû, êîãäà t = 6, 0, 10 è 20ñ; á) ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà

÷àñòèöà áóäåò íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 10,0 ñì îò íà÷àëà

êîîðäèíàò.

1.22. ×àñòèöà äâèæåòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè

x òàê, ÷òî åå ñêîðîñòü ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó υ = α
√
x, ãäå α

- ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â ìîìåíò t = 0 ÷àñòèöà íàõî-

äèëàñü â òî÷êå x = 0. Íàéòè: à) åå ñêîðîñòü è óñêîðåíèå êàê

�óíêöèè âðåìåíè; á) ñðåäíþþ ñêîðîñòü çà âðåìÿ, â òå÷åíèå

êîòîðîãî îíà ïðîéäåò ïåðâûå s ìåòðîâ.

1.24. Òî÷êà äâèæåòñÿ â ïëîñêîñòè xy ïî çàêîíó x = αt,

y = βt2, ãäå α è β - ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Íàéòè: à)

óðàâíåíèå òðàåêòîðèè òî÷êè y = y(x) è åå ãðà�èê; á)ìîäóëè
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ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ òî÷êè êàê �óíêöèè t; â) óãîë ϕ ìåæäó

âåêòîðàìè a è υ êàê �óíêöèþ t.


