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пространства-времени . . . . . . . . . . . . . . . . 61

2 ПРИЧИННАЯ ТЕОРИЯ МИРА СОБЫТИЙ 63
2.1. Понятие пространства-времени . . . . . . . . . . 64
2.2. Аксиомы A1, A2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
2.3. Теорема о непрерывности . . . . . . . . . . . . . 68
2.4. Теоремы о контингенции . . . . . . . . . . . . . . 71
2.5. Отображение конусов . . . . . . . . . . . . . . . . 75
2.6. Конусы с транзитивной группой . . . . . . . . . 78
2.7. Аксиоматики А.Д. Александрова . . . . . . . . . 80



Оглавление 5

2.8. Аксиоматика Г. Буземана . . . . . . . . . . . . . 83
2.9. Лоренцевы и галилеевы

кинематики Р.И. Пименова . . . . . . . . . . . . 86
2.10. Неточно измеренная причинность влечет группу

Лоренца . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3 ИНТЕРАКТИВНАЯ ТЕОРИЯ МИРА СОБЫ-
ТИЙ 89
3.1. Теорема Александрова-

Овчинниковой . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
3.2. Отображение семейств эллиптических конусов . 95
3.3. Конформное пространство . . . . . . . . . . . . . 98
3.4. Простые системы аксиом . . . . . . . . . . . . . 100
3.5. Теоремы о конечном числе

источников света . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
3.6. Отображение строго выпуклых конусов . . . . . 103
3.7. Сколько инерциальных систем
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9.7.2. Хроногеометрия стационарной

вселенной де Ситтера . . . . . . . . . . . . 185
9.8. Причинная аксиоматизация

общей теории относительности . . . . . . . . . . 186

10 ЛЕВОИНВАРИАНТНЫЕ КОНИЧЕСКИЕ ПО-
РЯДКИ В IRn 190
10.1. Определения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
10.2. Существование левоинвариантных конических

порядков . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
10.3. Единственность абелевой

хроногеометрии . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
10.4. Порядковые автоморфизмы . . . . . . . . . . . . 196
10.5. Разрывные расширения группы Aut(P) . . . . . 198
10.6. Однородные порядки . . . . . . . . . . . . . . . . 199
10.7. Плотные порядки . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
10.8. Аксиоматизация трёхмерной
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Предисловие

Одним из традиционно важных занятий философии и
классической науки считалось выявление как можно меньше-
го числа исходных положений, на которых основывалась лю-
бая сколь-нибудь значимая научная теория. Такие исходные
положения получили названия аксиом, или постулатов. Наи-
более древней аксиоматически изложенной наукой считается
геометрия Евклида.

Практически с самых первых лет появления специальной
теории относительности (СТО) начались поиски аксиом, ле-
жащих в основе этой теории. Наиболее значительными этапа-
ми на пути аксиоматизации СТО являются работы Германа
Минковского [185] и Альфреда Робба [326].

В середине 1950-х годов А.Д.Александров [9] предложил
программу построения аксиоматической специальной теории
относительности на основе следующих основных положений:

а) пространство-время есть многообразие всех событий,
взятое лишь с точки зрения его структуры, определенной
системой отношений предшествования, в отвлечении от всех
иных свойств;

б) пространство-время есть четырёхмерное многообразие;
в) пространство-время максимально однородно, т.е. группа

его преобразований, сохраняющих отношение предшествова-
ния, максимальная из всех возможных.

В 1970-80-е годы А.Д.Александрову удалось привечь к
реализации своей программы группу молодых математиков,
обучавшихся в Новосибирском государственном университете.
Этот коллектив, работавший на протяжении почти двадцати
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лет, представлял уникальное научное содружество, посвятив-
шее свои силы и ум выявлению оснований самой значительной
физической теории XX века. Плодом его многолетней деятель-
ности стали различные изощренные теоремы и полученные с
их помощью разнообразные аксиоматики теории относитель-
ности.

В данной монографии излагаются основные результаты,
полученные данным коллективом под руководством выдаю-
щегося российского математика академика АН СССР Алек-
сандра Даниловича Александрова.



ВВЕДЕНИЕ

Хроногеометрия – в переводе с греческого – означает «из-
мерение земли и времени». Поскольку «земля» – это про-
странство, то под хроногеометрией следует понимать тео-
рию пространства-времени. В этом значении термин «хро-
ногеометрия» использовал физик В.А.Фок [212]. Его уче-
ник А.Д.Александров в 1967 году статью, посвященную
канадскому геометру Кокстеру, назвал «Contribution to
chronogeometry», т.е. «Вклад в хроногеометрию». Цель этой
статьи состояла в нахождении минимального набора усло-
вий, налагаемых на некоторое семейство P = {Px} областей
Px ⊂M, лежащих в Мире событийM, которые бы позволили
однозначно заявить о том, что Мир событий обладает четы-
рехмерной псевдоевклидовой геометрией.

Таким образом, А.Д.Александров хроногеометрией назвал
основания теории пространства-времени. Именно такая хроно-
геометрия излагается в данной книге.

0.1. Что такое хроногеометрия?

Термин «хроногеометрия» современным человеком скорее бу-
дет переведен как «геометрия времени». Термин применяют
к геометрии пространства-времени по той причине, что гео-
метрия последнего является четырёхмерной, а приведенный
его перевод акцентирует внимание на так называемом «вре-
менном измерении». Такой акцент легко обяъясняется, если

12
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учесть, что к концу XIX века многое было известно о физиче-
ском пространстве и его возможной геометрии. Однако сущ-
ность времени для многих была окутана тайной. Во второй
половине XIX века стали говорить о времени как о четвёртом
измерении, проводя геометрическую аналогию с реально на-
блюдаемыми тремя пространственными измерениями – шири-
ной, глубиной, высотой. У четвёртого измерения было свое
наименование – длительность, о чем одним из первых стал
говорить Ньютон.

Объединение времени и пространства в единое простран-
ство-время, осуществленное Германом Минковским и назван-
ное им Миром (событий), породило иллюзию, что тайна вре-
мени раскрыта и геометрия пространcтва-времени – это преж-
де всего геометрия времени. Важно отметить, что Минковский
сразу заметил, что геометрия пространства-времения – это
геометрия четырёхмерного псевдоевклидова пространства.

Как известно, исследуя такой объект как пространство-
время, не удается понять сущность времени по той простой
причине, что исследователь, моделируя на фоне пространства-
времени физические явления, вынужден обращаться к до-
полнительному понятию собственное время. Фактически это
означает, что, пытаясь геометризировать собственное время,
мы вынуждены ввести пятое измерение. Но нетрудно сооб-
разить, что вскоре нам придется ввести шестое измерение и
т.д. Иначе говоря, раскрытие тайны времени сведется к аб-
сурдному увеличению размерности Мира событий.

Следовательно, остается предположить, что пространство-
время – это объект вневременной. Пространство-время лише-
но времени и является просто вместилищем событий (вещей
в себе). Но нам известна еще одна сущность, которая никак
пока не является физическим понятием, т.е. понятием науки
физики, таким, как сила, импульс, энергия, масса и т.д. Речь
идет о сознании.

С сознанием связан материальный объект – носитель со-
знания, или наблюдатель. Наблюдатель не есть прибор. Это
существо, которое мы называем живым, разумным. В частно-
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сти, это человек.
Осознание события (вещи в себе), или совокупности собы-

тий (множества вещей в себе) из Мира событий, или всего
Мира событий есть акт возникновения сущности, которую мы
называем временем. Применительно к человеку это было бле-
стяще пояснено Кантом. По сути дела, если нет человека, то
нет и времени. Но это совсем не означает отсутствие друго-
го типа осознания, а следовательно, и другого типа описания
(объяснения, восприятия и т.д.) Мира событий. Мир событий
Минковского, мёртвый, находящийся вне времени, может осо-
знаваться самым различными способоми, и каждое осознание
следует назвать временем.

Если выписать ряд типов осознания – `A, `B, `C, ..., то воз-
никает ряд различных типов оживлений, т.е. описаний во вре-
мени (или просто типов времен) любой вещи в себе x ∈M

x ∈`A M, x ∈`B M, x ∈`C M, ...

Такой подход очень хорошо отвечает представлению о много-
вариантности Мира событий. Мир не сводится к одной Вселен-
ной, а есть Мультиверс, т.е. множество взаимодействующих
вселенных.

«Объективный мир, пространство-время только су-
ществует, а не происходит; как целое оно не имеет
истории. Только перед взглядом сознания, подни-
мающегося по моей мировой линии, сечение этого
мира «оживает» и движется мимо как простран-
ственный образ, подвергаемый временно́му преоб-
разованию» (Г. Вейль, [58]).

Какое значение в таком случае имеют исследования, ка-
сающиеся оснований геометрии вневременного Мира событий
Минковского?

Вневременной характер пространства-времени наиболее
ярко выражен в теории абсолютного пространства-времени.
Согласно этой теории, события прошлого, настоящего и бу-
дущего одинаково реальны и все вместе составляют то, что
Минковский назвал четырёхмерным Миром событий.
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Человеческое познание является временны́м, т.е. происте-
кает во времени, но сила этого познания в том, что оно способ-
но охватить структуру Мира событий в целом. К этим «вне-
временным» знаниям относится и геометрия пространства-
времени. Другие вневременные знания – это то, что мы назы-
ваем законами физики. Хотя их специфично временные вы-
ражения, записи, использующие временной параметр (время),
мешают нам это увидеть. Четырёхмерная геометрия по свой
сути является лучшим вневременны́м способом задания ря-
да физических законов, связанных с тем, что мы, живущие в
мире со временем, называем механическим перемещением тел
(динамикой тел). Знание геометрии Мира событий позволя-
ет нам делать предсказания будущего механически пере-
мещающихся тел. Впрочем, если вспомнить об электродина-
мике, следует говорить не только о механическом движении
материи.

Абсолютные, т.е. вневременны́е знания, касающиеся гео-
метрии и иных сторон Мира событий Минковского, будучи
спроецированы на различные типы осознания, дают множе-
ственный набор самых различных предсказний относительно
событий, т.е. вещей в себя, становящихся при их оживлении
вещами для «нас». Мы обязаны взять слово нас в кавыч-
ки, поскольку речь при этом не всегда идет о нас, людях,
как о наблюдателях вещей в себе, лежащих во вневременном
пространстве-времени.

Хроногеометрия в понимании А.Д.Александрова – это об-
ласть геометрических исследований, и занимается она уста-
новлением природы обнаруживаемой нами четырёхмерной
псевдоевклидовой1 геометрии Мира событий Минковского
(пространства-времени).

Хроногеометрия – это наука, основной задачей которой яв-
ляется не получение следствий из факта псевдоевклидовости
(псевдоримановости) структуры пространства-времени, а вы-
яснение того, как и почему Мир событий имеет псевдоевкли-

1При переходе к общей теории относительности следует говорить о
псевдоримановой геометрии.
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дову (псевдориманову) структуру.

0.2. Используемые обозначения
и определения

Для обозначения множества вещественных чисел используется
символ IR.

Через An будем обозначать n-мерное аффинное простран-
ство. Мы фиксируем выделенную точку e в пространстве An.

Точки пространства An будем обозначать малыми латин-
скими буквами. Если B — множество, то int(B), B, ∂B,
conv(B) обозначают соответственно его внутренность, замы-
кание, границу и выпуклую оболочку.

Через T обозначаем группу параллельных переносов в An.
Пусть M – множество в An. Через Mx будем обозначать2

множество, полученное из M с помощью переноса t ∈ T тако-
го, что t(e) = x. Полагаем, по определению, M = Me.

Если x, y ∈ An, то [x, y] есть отрезок прямой в An с концами
x и y, а (x, y) = [x, y] \ {x, y}. В An вводим евклидову метрику
|x− y| с началом e.

Далее, l(x, y) и l+(x, y) (x 6= y) обозначают соответственно
прямую, проходящую через точки x, y, и луч, исходящий из
точки x и проходящий через y.

Точки на луче l+(x, y), где x 6= y, упорядочиваем есте-
ственным образом: считаем v ≥ w, если v, w ∈ l+(x, y) и
|x− v| ≥ |x− w|.

Если x ∈ An и r > 0 – некоторое число, то через B(x, r)
обозначаем открытый шар с радиусом r и центром x, т.е.
B(x, r) = {y ∈ An : |x− y| < r}.

Если M — некоторое множество в пространстве An, то точ-
ка x ∈ M называется крайней, если она не содержится в вы-

2За исключением специальных случаев, когда под T понимается не
группа параллельных переносов, а другая группа. Но и в этом случае
будем сохранять данные обозначения, оговаривая лишь, о какой группе
идет речь.
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пуклой оболочке остальных точек. Если M — выпуклое мно-
жество, то крайняя точка — это такая точка, которая не со-
держится внутри отрезка с концами, принадлежащими мно-
жеству M .

0.2.1. Смещения и квазицилиндры
Дадим теперь определения смещения и квазицилиндра.

Определение 0.1. Смещением dEl (или dEL), где E — неко-
торая гиперплоскость, а l — вектор (или луч L), непараллель-
ный E, называется гомеоморфизм An в себя, удовлетворяю-
щий условиям:

1) на каждой гиперплоскости Ea, параллельной E, dEl (со-
ответственно dEL) есть перенос из группы параллельных пе-
реносов T ;

2) dEl (или dEL) переводит отрезки (лучи), равные и парал-
лельные l (соответственно L) в такие же отрезки (лучи) [29].

Определение 0.2. Квазицилиндром Q(E, l) называется
множество M , удовлетворяющее следующим условиям [29]:

1) имеются гиперплоскости E1, E2, . . ., параллельные E, где
Ei+1 получено из Ei переносом на вектор l, а множество M
представляется в виде

M =
⋃

i

[Mi ∪ (M ∩ Ei)], (0.1)

где каждое Mi есть цилиндр, образованный открытыми от-
резками, равными l (как векторы), с концами на Ei, Ei+1 (не
исключается, что некоторые и даже все Mi пусты);

2) M не допускает представления (0.1) с той же гиперплос-
костью E и вектором l′, параллельным l, но не равным l.

Наглядно квазицилиндр состоит из поставленных друг на
друга цилиндров с равными и параллельными образующими;
основания цилиндров удалены и между цилиндрами есть про-
кладки на гиперплоскостях Ei.
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Квазицилиндр можно охарактеризовать как множество M ,
для которого существуют гиперплоскость E, вектор l и пере-
нос t ∈ T такие, что dEl(M) = t(M) ([29], с.15).

Определение квазицилиндра Q(E,L), где L — луч, дается
аналогично определению квазицилиндра Q(E, l).

0.2.2. Предпорядок, порядок и порядковые
автоморфизмы

Определение 0.3. Предпорядок на множестве M – это се-
мейство подмножеств P = {Px : x ∈ M}, удовлетворяющее
следующим условиям:

O1) подмножество Px сопоставлено каждой точке x ∈M;
O2) x ∈ Px для любой точки x ∈M;
O3) если y ∈ Px, то Py ⊂ Px.
Если Px 6= {x}, то предпорядок называется нетривиаль-

ным. В противном случае – тривиальным.
Пусть

x ¹ y ⇔ y ∈ Px.

Полагаем
P−x = {y ∈M : y ¹ x}.

Определение 0.4. Порядок на множестве M – это семей-
ство подмножеств P = {Px : x ∈ M}, удовлетворяющее усло-
виям O1) - O3) определения 0.3 и дополнительному условию:

O4) если y 6= y, то Px 6= Py.

Определение 0.5. Биективное отображение f : M → M,
удовлетворяющее условию f(Px) = Pf(x) для любой точки x ∈
M, где P – предпорядок в M, будем называть порядковым
автоморфизмом, или P-автоморфизмом.

Из определения следует, что обратное отображение f−1

также является P-автоморфизмом, т.е. f−1(Px) = Pf−1(x) для
любой точки x ∈ An.
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Обозначим через Aut(P) множество всех P-автоморфиз-
мов, а через Autc(P) множество всех непрерывных P-автомор-
физмов.

Ясно, Aut(P) является группой относительно операции
композиции.

Стабилизатор группы Aut(P) в точке x обозначаем как
Aut(P)x. Напомним, что Aut(P)x = {g ∈ Aut(P) : g(x) = x}.

Пусть дан предпорядок P в топологическом простран-
стве M.

Говорим, что предпорядок P – замкнутый, если все Px –
замкнутые множества; предпорядок P – открытый, если все
множества Px \ {x} открыты.

0.2.3. Инвариантные порядки в An

Пусть на аффинном пространстве An действует группа G пре-
образований этого пространства.

Определение 0.6. Порядок P = {Px : x ∈ An}, заданный
в An, называется G-инвариантным (или инвариантный отно-
сительно группы G), если для любого x ∈ An и любого g ∈ G
g(Px) = Pg(x).

Говорим, что группа G преобразований действует на An

транзитивно, если для любых x, y ∈ An найдется g ∈ G
такое, что g(x) = y. Если для любых x, y ∈ An найдется
единственный элемент g ∈ G такой, что g(x) = y, то группа G
действует эффективно или просто транзитивно на An.

В случае порядка G-инвариантного относительно просто
транзитивной группы G свойства множеств Px точно такие
же, как у конкретного множества Pe, взятого в выделенной
точке e ∈ An. Поэтому часто можно говорить о свойствах по-
рядка, говоря только о множестве Pe. Более, в силу того, что
Px = g(Pe), где x = g(e), g ∈ G, видна определяющая роль
множества Pe при задании порядка P. Будем в таком случае
говорить, что множество Pe задает порядок P.

Будем также писать P вместо Pe.
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Определение 0.7. Порядок P = {Px : x ∈ An}, заданный в
An, называется релятивистским, если он инвариантен отно-
сительно группы параллельных переносов.

0.2.4. Конусы
Под конусом в аффинном пространстве An (n ≥ 2) понимается
множество точек K, состоящее из лучей – образующих конуса
– с началом в точке e, которую называем вершиной конуса.

Образующая конуса, лежащего в аффинном пространстве
An, называется крайней, если она не содержится в выпуклой
оболочке остальных его образующих. В случае выпуклого ко-
нуса крайняя образующая – это образующая, которая не ле-
жит внутри угла между любыми двумя другими образующи-
ми.

Конус назовем строго выпуклым, если он обладает следу-
ющими свойствами:

а) Сечение конуса всякой 2-плоскостью, содержащей хотя
бы одну образующую, представляет выпуклый угол, при-
чем его стороны принадлежат ему, т.е. являются крайни-
ми образующими конуса. При этом все такие образующие
– крайние.

б) Конус имеет как крайние, так и некрайние образующие.

Пусть K – строго выпуклый конус. Крайние образующие
этого конуса образуют «поверхностный» конус ∂K. Образую-
щие, не являющиеся крайними, образуют «открытый» строго
выпуклый конус int(K) ∪ {e}, где e – вершина K. В обычной
топологии пространства An конус K замкнут, ∂K – граница K,
множество int(K) – открытое. Поэтому далее пишем названия
указанных конусов – замкнутый, открытый, поверхностный –
без кавычек. Если конус состоит из прямых, то его образую-
щими мы называем эти прямые, а сам конус – двойным.

Если K – замкнутый строго выпуклый конус и K− – конус,
симметричный K относительно вершины, то K∪K− представ-
ляет собой двойной замкнутый конус; мы называем его двой-
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ным строго выпуклым конусом. Соответcтвенно определяют-
ся двойной поверхностный ∂K ∪ ∂K− и двойной открытый
int(K) ∪ (int(K))− ∪ {e} конусы. В противопоставление двой-
ному конусу конус, образующие которого – лучи, называем
ординарным.

В случае, когда Px — конус и Px \ {x} — открытое множе-
ство, говорим об открытом конусе.

0.3. Аффинные структуры и аффин-
ные многообразия

Пусть V n n-мерное дифференцируемое многообразие, n ≥ 1.

Определение 0.8. Аффинный атлас A на V n есть сово-
купность покрывающих V n локальных карт таких, что лю-
бая функция перехода между картами из A продолжается до
аффинного преобразования пространства IRn. Максимальный
аффинный атлас есть аффинная структура на V n. Многооб-
разие V n, оснащенное аффинной структурой, называется аф-
финным многообразием.

Каждая локальная карта аффинной структуры определяет
аффинные координаты.

Отображение f : V n → V k аффинных многообразий
V n, V k называется аффинным, если оно, будучи выраженным
в аффинных координатах, является ограничением аффинного
преобразования из IRn в IRk.

Множество всех аффинных отображений аффинного мно-
гообразия V n обозначим через Aff(V n).

На аффинном многообразии V n имеется естественная ли-
нейная связность ∇ с нулевой кривизной и кручением: в аф-
финных координатах она является стандартной связностью на
IRn. Ковариантное дифференцирование относительно ∇ в V n

отвечает обычному дифференцированию в IRn.
Аффинное многообразие полное, если оно геодезически

полное (относительно ∇).
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Аффинное многообразие V n полное тогда и только тогда,
когда оно представимо в виде IRn/Γ, где Γ подгруппа аффин-
ных преобразований, действующая свободно и вполне разрыв-
но на IRn [66, c.61].

Геодезические аффинного многообразия 〈V n,A〉 относи-
тельно связности ∇ будем называть прямыми. Очевидно, об-
раз прямой при аффинной биекции будет всегда прямой. Кро-
ме того, на аффинном многообразии через каждую точку в
любом направлении можно провести единственную прямую.

0.3.1. Аффинные пространственно-времен-
ные структуры и порядки

Пусть 〈V n,A, g〉 аффинное многообразие с лоренцевой метри-
кой g сигнатуры (+− ...−). Изотропный аффинный конус Cx c
вершиной x ∈ V n – это объединение всех прямых, проходящих
через точку x и имеющих в точке x изотропное направление.

Объединение всех прямых, проходящих через точку x и
имеющих непространственноподобные направления в точке x
будем называть лоренцевыми аффинными конусами.

Определение 0.9. Аффинная пространственно-временная
структура есть структура рода

〈V n,A, g, C, Aut(C)〉,
где

〈V n,A, g〉 – аффинное многообразие с лоренцевой метри-
кой g;

C = {Cx : x ∈ V n} – семейство изотропных аффинных
конусов:

Aut(C) – группа пространственно-временных автоморфиз-
мов, т.е. биекций f : V n → V n таких, что f(Cx) = Cf(x) для
любой точки x ∈ V n.

Любой аффинный лоренцев конус Cx состоит из двух орди-
нарных конусов – конуса будущего Px и конуса прошлого P−x .
Каждый из последних двух конусов назовем аффинным при-
чинным конусом. Можно рассмотреть семейство аффинных
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причинных конусов P = {Px : x ∈ V n}. Здесь x – вершина
конуса Px.

Аффинная лоренцева структура порядка на аффинном
многообразии 〈V n,A〉 есть структура рода

〈V n,A, g,P, Aut(P)〉,
где

P = {Px : x ∈ V n} – семейство аффинных причинных
конусов, удовлетворяющее аксиомам O1, O2, O3,

Aut(P) – группа P-автоморфизмов.

0.3.2. Однородные аффинные многообразия
Аффинное многообразие 〈V n,A〉 будем называть однородным,
если на нем действует транзитивно аффинная подгруппа T ⊂
Aff(V n). Причем, если T связная группа Ли, действующая про-
сто транзитивно на V n, то T диффеоморфна V n. Следова-
тельно, T оснащается аффинной структурой, в которой левые
сдвиги являются аффинными биекциями. Другими словами,
группа T приобретает левоинвариантную аффинную структу-
ру.

Если G связная односвязная группа Ли, оснащенная лево-
инвариантной аффинной структурой, тогда G допускает аф-
финное представление, т.е. существует гомоморфизм

α : G → Aff(IRn).

Причем α(G) сохраняет область D(G) ⊂ IRn и действует тран-
зитивно на ней [268].

Обратно, если dim G = n и α : G → Aff(IRn) аффинное
представление, имеющее открытую орбиту, тогда можно осна-
стить G единственной левоинвариантной аффинной структу-
рой [268].

При изучении связных односвязных групп Ли G с лево-
инвариантными аффинными структурами, которые являются
полными, полезно иметь в виду, что группа α(G) действует
просто транзитивно на IRn. Известно, что при этом G должна
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быть разрешимой, и можно изучать вместо аффинной геомет-
рии на G фигуры аффинной геометрии на IRn, но инвариант-
ные относительно группы α(G).

Если E – пространственно-временная или порядковая аф-
финная структура на однородном аффинном многообразии, то
она инвариантна относительно группы аффинных изометрий
T , действующей транзитивно на V n.

0.3.3. Физический смысл аффинных
структур

Аффинная структура на многообразии – это набор привилеги-
рованных систем отсчёта. Действительно, по отношению к аф-
финному атласу не меняется энергия гравитационного поля,
поскольку последняя, как правило, вычисляется с помощью
псевдотензоров, построенных с помощью алгебраических вы-
ражений из коэффициентов римановой связности Γi

jk. Подоб-
ным образом, тензорное поведение Γi

jk при аффинных преоб-
разованиях означает отсутствие дополнительных физических
сил, которые могли бы появиться, если бы переход от одной си-
стемы отсчёта (локальной карты) к другой совершался с помо-
щью нелинейного преобразования. Таким образом, аффинный
атлас можно интерпретировать как совокупность инерциаль-
ных систем отсчёта в пространстве-времени V n, а «аффинизи-
рованные» преобразования из группы T – это соотвеcтвущие
«привилегированные состояния движения» [233, c.122]. При-
вилегированность аффинного атласа как раз заключается в
том, что в нем преобразования группы T записываются в аф-
финном виде, т.е. достаточно простом.

Как для любой другой привилегированной системы коор-
динат, существование аффинного атласа определяется свой-
ствами многообразия в целом [211, c.12], и, естественно, далеко
не всякое многообразие допускает аффинную структуру [344].

В случае однородного многообразия V n с разрешимой
транзитивной группой преобразований мы имеем дело с
так называемыми разрешимыми многообразиями или солвм-
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ногообразиями, которые являются векторными слоениями
над компактными солвмногообразиями [237, 348]. При этом
компактное солвмногообразие есть расслоение над тором с
нильмногообразием в качестве слоя. Нильмногообразия изу-
чались А.И.Мальцевым [183] и представляют собой фактор-
пространство G/D, где G – связная односвязная нильпотент-
ная группа Ли, а D ее замкнутая дискретная подгруппа.



Глава 1

СТРУКТУРА МИРА
СОБЫТИЙ

Мир событий – это совокупность всех событий во Вселенной,
которые были, есть и будут, где бы пространственно они ни
находились.

Минковский, который осознанно ввел в научное употреб-
ление это понятие1, воспринимал Мир событий как сущность,
объединяющую воедино время и пространство. Он сразу ма-
тематизировал Мир событий, оснастив его геометрией че-
тырёхмерного псевдоевклидова пространства сигнатуры (+−
−−).

Математизированный Мир событий будем, как правило,
называть Миром Минковского или пространством-временем
Минковского.

Таким образом, Мир событийM будет в монографии пред-
ставлять собой абстрактное множество, состоящее из некото-

1Если быть точным, то Минковский использовал не слово «событие»,
а слова мировая точка и говорил о мире. В мировую точку он, «чтобы
не оставлять зияющей пустоты», помещает некоторый объект наблюде-
ния, который он называет, избегая конкретизации в форме материя или
электричества, «субстанцией». Позже «субстанциональные точки» Мин-
ковского были названы событиями.

26
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рых элементов, которые мы называем событиями и природа
которых нами не анализируется.

Задача хроногеометрии состоит в том, чтобы понять, ка-
кая первичная структура на M порождает топологическую
и геометрическую структуры Мира Минковского. А.Д.Алек-
сандров высказал гипотезу, что топологическая и геометриче-
ская структуры являются прозводными причинной структу-
ры. Доказательство этой гипотезы составляет основное содер-
жание хроногеометрии.

1.1. Временной порядок
Воспринимаемый человеком Мир событий наделяется нами,
людьми, временным порядком, который ассоциируется нами
со словами «раньше» и «позже». Что такое временной порядок
с математической точки зрения?

Пусть M – Мир событий и t : M→ IR сюрьективное отоб-
ражение такое, что

1) для каждого d ∈ IR Td = t−1(d) есть трехмерное под-
многообразие;

2) если d1 6= d2, то Td1 ∩ Td1 = ∅;
2) M =

⋃
d∈IR

Td.

Тогда отображение t называется часами в Мире событий
M. Значение d = t(x) – дата события x ∈M по часам t.

Пусть

T+
x = t−1({r ∈ IR : r ≥ t(x)}) =

⋃

d≥t(x)

Td.

В таком случае семейство множеств T = {T+
x : x ∈M} задает

на M линейный плотный порядок, который будем называть
временным порядком в M.

Временной порядок – это способ осознания событий в фор-
ме последовательности, т.е. это то, что мы называем време-
нем. Временной порядок, согласно данному выше определе-
нию, расслаивает Мир событий на трехмерные гиперповерхно-
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сти «одновременности» Td. Время проявляется на такой гипер-
поверхности сразу везде в тот же самый «миг» t = d. Это одно-
временное проявление времени сразу во всех точках простран-
ства является способом осознания вещей в себе, их оживление
и представляет собой одно из основных свойств времени. Ина-
че говоря, время обладает свойством дальнодействия. Этим
временной порядок отличается от причинного. Сущность по-
следнего – близкодействие.

Если Мир событий оснащен аффинной структурой A4, то
естественным является аффинный временной порядок Tаф, для
которого все многообразия Td являются трехмерными аффин-
ными плоскостями.

Аффинная биекция g : M→M аффинный временной по-
рядок Tаф = {T+

x : x ∈ M} преобразует в аффинный времен-
ной порядок

T̃аф = {T̃+
x : x ∈M},

где

T̃+
x = t̃−1({r ∈ IR : r ≥ t̃(x)}) =

⋃

d≥t̃(x)

Td,

а t̃ : M→ IR – часы, отвечающие порядку T̃аф.
Пусть в Мире событий с аффинной структурой A4 задана

группа преобразований G, состоящая из аффинных биекций
g : M→M, сохраняющих временной порядок Tаф, т.е.

g(T+
x ) = T+

g(x).

Очевидно, что при этом g(Td) = Td′ . Это означает, что те собы-
тия, которые были одновременными, остаются таковыми после
преобразования g.

Одновременность сохраняется при преобразованиях Мира
событий, образующих группу Галилей Gгал, но нарушается
при преобразованиях Лоренца Gлор. Во втором случае гово-
рят об относительности одновременности.
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1.1.1. Направление времени

Осознание Мира событий, присущее человеку, обладает тем
свойством, что последовательное восприятие (оживление) со-
бытий идет всегда в сторону увеличения дат событий.

Очевидно, это следствие того, что человеческое осознание
вещей в себе является одномерным [124], и это дает возмож-
ность без путаницы, появляющейся при хождении по прямой
«туда-обратно», датировать (метить, запоминать) различные
события.

Эта особенность человеческого времени называется направ-
лением времени.

1.2. Причинный порядок

Помимо временного порядка, мы говорим о существовании
причинного порядка. Ему соответствуют часто употребляемые
в нашей речи слова «причина» и «следствие».

Причинный порядок с точки зрения математики есть би-
нарное отношение порядка ≺, заданное в Мире событий M.

Отношение порядка – это бинарное отношение на M, удо-
влетворяющее условиям:

i) если x ≺ y, то ¬(y ≺ x) (антисимметричность);

j) если x ≺ y и y ≺ z, то x ≺ z (транзитивность).

Порядок ≺ называют строгим. Чаще удобнее использовать
нестрогий порядок, для которого условие i), j) заменяется на
менее жесткие условия:

1) x ¹ x (рефлексивность);

2) если x ¹ y и y ¹ x, то x = y;

3) если x ¹ y и y ¹ z, то x ¹ z (транзитивность).
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Если отказаться от условия 2), то имеем предпорядок на
множестве M.

Вместе с порядком ≺ естественно изучать его автоморфиз-
мы. Порядковым автоморфизмом называют биекцию f : M→
M такую, что для любых x, y ∈M, если x ≺ y, то f(x) ≺ f(y)
и f−1(x) ≺ f−1(y). Множество всех порядковых автоморфиз-
мов обозначаем как Aut(≺). Аналогично вводится множество
Aut(¹). Ясно, Aut(≺) и Aut(¹) – группы.

Уже на ранних этапах развития хроногеометрии было по-
казано, что временной порядок есть следствие причинного.
Это легко объснимый факт. Во-первых, мы, люди, наблюда-
ем так называемый Мир событий Минковского2, причем на-
блюдаем во времени, которое для нас, по сути дела, отож-
дествляется с временным порядком. Следовательно, временно-
порядковая структура вторична к той структуре, которая по-
рождает псевдоевклидову геометрию Мира событий. А при-
чинная структура как раз является структурой, порождающей
геометрию пространства-времени. А во-вторых, причинность
– это одностороннее представление о взаимодействии вещей
в себе в Мире событий, порожденное тем, что человек спосо-
бен прослеживать взаиимосвязи событий только в одном на-
правлении времени. Иначе говоря, постулируя причинность,
мы неявно постулируем временной порядок. Не стоит поэтому
удивляться, что временной порядок появляется «вследствие»
причинного.

Сама же причинная структура есть формализация конста-
тации наличия причинно-следственных связей между событи-
ями (вещами в себе). Первичным является понятия взаимодей-
ствия; причинно-следственные связи – это всего лишь ограни-
ченный, локальный взгляд на природу взаимодействий (Эн-
гельс), свойственный человеческому видению Мира событий.
Следовательно, причинная теория пространства-времени в
значительной мере субъективная теория, привязанная к ти-
пу осознания Мира событий, который воплощен в человеке.

2Мир Минковского – это пространство-время специальной теории от-
носительности (см. § 1.3).
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Аксиоматическую теорию пространства-времени, постро-
енную на основе отношения причинности взаимодействия ¹,
будем называть причинной. Исходной структурой для построе-
ния причинной теории пространства-времяни является струк-
тура рода 〈M,¹〉.

1.2.1. Первичность временного порядка?
Хотя мы говорили выше об установленном хроногеометрией
факте первичности причинного порядка, интуиция говорит о
другом: коль причина всегда наблюдается раньше, чем след-
ствие, т.е. следствие наблюдается всегда позже причины, то,
наверное, первичным является временной порялок.

В чем же дело? Мы поясняли, что причинность – произ-
водное понятие от понятия взаимодействия. Следовательно,
интуиция, указывающая на первичность временного порядка,
говорит в действительности против первичности понятия вза-
имодействия. Другими словами, нам только кажется, что в
Мире есть взаимодействия. Мир событий дан человеку через
время, во времени, т.е. последовательно, часть за частью. По-
этому мы и вынуждены говорить о существовании взаимодей-
ствий, а значит, о причинно-следственных связях. Причинная
теория пространства-времени – это теория того, как Мир дает-
ся, представляется человеку. Поэтому причинная теория, коль
скоро она отражает объективно существующий Мир событий
(реальность вне нас), обязана восстановить то, посредством
чего этот Мир нам дан, т.е. восстанавливает временной по-
рядок, поскольку Мир дан нам во времени. Акт математи-
ческого восстановления временного порядка вторичен по от-
ношению постулирования причинности; отсюда вторичность
временного порядка в хроногеометрии.

Причинность и время тесно связаны. Более того, при ана-
лизе первичности любого из них мы сталкиваемся с противо-
речием. Пуанкаре писал в статье «Измерение времени» (1898):
«...когда одно явление нам кажется причиной другого, мы рас-
сматриваем первое как предшествующее.

Следовательно, именно причиной мы определяем время.
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Но как чаще всего мы узнаем, какой из двух факторов, кажу-
щихся нам связанными постоянно, является причиной и какой
следствием? Мы считаем, что предшествующий факт (антеце-
дент) является причиной другого, следствия. И тогда время
определяет причину. Как освободиться от этого логического
противоречия? Мы говорим: то после этого, следовательно, по
причине этого; то по причине этого, следовательно, после это-
го3. Удастся ли нам когда-нибудь выйти из такого порочного
круга?» [204, c.18].

И Пункаре заявляет: «Рассмотрим теперь не как выходят
из такого положения, поскольку полностью это не удаст-
ся (выделено мной – А.Г.), а как пытаются из него выйти»
[204, c.18].

Наш способ выхода из положения логического противоре-
чия состоит в следующем доводе в пользу причинной теории:
Мир событий Минковского в действительности является вне-
временным миром [124]. Время вносится в него извне, что,
в частности, отражено во вторичности временного порядка в
причинных теориях.

Однако если мы пожелаем строить аксиоматику Мира
Минковского, мира специальной теории относительности как
вневременного мира, то следует обратиться к интерактивным
теориям пространства-времени (см. § 1.6).

1.3. Мир Минковского

Мир Минковского является моделью Мира событий, наделен-
ного временным и причинным порядками. Этот Мир пред-
ставляет собой пространство-время специальной теории от-
носительности. Впервые4 он был описан в докладе Германа
Минковского. Этот доклад был сделан 21 сентября 1908 го-
да на 80-м собрании немецких естествоиспытателей и врачей

3У Пуанкаре эта фраза написана на латинском языке.
4Доклад Минковского вызвал широкий резонанс научной обществен-

ности. Но задолго до Минковского и Эйнштейна об едином 4-мерном про-
странстве-времени писали М.Аксенов [42], Паладьи [312] и Мах [184].



1.3. МИР МИНКОВСКОГО 33

в Кельне [185]. Именно аксиоматизация Мира Минковского и
является основной, первой задачей хроногеометрии.

Мир Минковского – это множество, снабженное структу-
рой 4-мерного аффинного пространства и псевдоевклидовой
метрикой

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2. (1.1)

Таким образом, Мир Минковского, называемый также
пространством-временем Минковского, обладает, по крайней
мере, тремя структурами: топологической, которая гомео-
морфна IR4, 4-мерной аффинной и псевдоевклидовой. Иначе
говоря, пространство-время Минковского – это четырёхмерное
псевдоевклидово пространство 1E4 сигнатуры (+−−−).

Метрика (1.1) имеет группу изометрий, состоящую из пре-
образований Лоренца, за исключением подобий

(x, y, z, t) → (λx, λy, λz, λt).

1.3.1. Преобразования Лоренца

Под преобразованием Лоренца5 понимается биективное преоб-
разование

f : IR4 → IR4,

f : (x, y, z, t) → (x′, y′, z′, t′),

являющееся композицией следующих преобразований:
1) преобразование Лоренца частного вида

x′ =
x− vt√
1− v2

c2

, y′ = y, z′ = z, t′ =
t− v

c2
x

√
1− v2

c2

; (1.2)

2) ортогональные преобразования переменных x, y, z
(включая перенос начала и перемену знака);

3) перенос начала отсчета t (т.е. преобразования t′ = t + a.

5Название «преобразование Лоренца» введено Пуанкаре.
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Преобразование Лоренца можно записать следующим об-
разом. Если r – радиус-вектор (x, y, z) и v – вектор скорости,
то

r′ = r +


 1√

1− v2

c2

− 1


 (rv)v

v2
− vt√

1− v2

c2

+ b,

t′ =
t− (rv)

v2√
1− v2

c2

+ a.

Если дополнительно разрешить еще умножение всех пере-
менных x, y, z, t на одно и то же число (подобие), то говорят
об общем преобразовании Лоренца от переменных x, y, z, t к
x′, y′, z′, t′ [6].

Однородная группа Лоренца – это группа, состоящая из од-
нородных преобразований Лоренца, т.е. таких преобразований
Лоренца, которые не переносят начала отсчета t и осей x, y, z
и не являются подобиями.

Группа Пуанкаре6 – группа, состоящая из всех преобразо-
ваний Лоренца, за исключением подобий. Группу Пуанкаре
называют также неоднородной группой Лоренца.

1.3.2. Световые конусы

В каждой точке a = (x, y, z, t) Мира Минковского M в каса-
тельном пространстве TaM задан световой конус

c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 = 0. (1.3)

Поскольку геодезические в псевдоевклидовом пространстве
являются прямыми, то в точке a ∈M задан световой конус

c2t2 − x2 − y2 − z2 = 0,

6Пуанкаре раньше [205, c.154] Минковского написал, что преобразова-
ние Лоренца – это поворот в четырехмерном пространстве с координата-
ми (x, y, z, t

√−1).
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лежащий уже целиком в пространстве M. Он состоит из двух
половин – конуса будущего Ca и конуса прошлого C−a (см.
рис.1.1).





Рис. 1.1: Световой конус в Мире Минковского.

Оснащение Мира событий световыми конусами, т.е.
псевдоевклидовой структурой, есть констатация вы-
полнения закона постоянства скорости света.

Закон постоянства скорости света имеет две эквивалентные
формулировки:

• Скорость cвета в пустоте одна и та же во всех
инерциальных системах отсчёта, т.е. если (x, y, z)
– декартовы координаты и t – часы в инерциальной
системе отсчёта, то величина

c =

√(
dx

dt

)2

+
(

dy

dt

)2

+
(

dz

dt

)2

(1.4)

является постоянной в любой инерциальной систе-
ме отсчёта.

Из (1.4) следует уравнение (1.3).
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• Cвет в пустоте всегда распространяется с опре-
деленной скоростью c, не зависящей от состоя-
ния движения излучающего тела (Эйнштейн, 1905,
[232]).
Иначе говоря, если (x, y, z) – декартовы координа-
ты и t – часы в движущейся инерциальной систе-
ме отсчёта и измеряемая скорость распространения
света в ней равна

c =

√(
dx

dt

)2

+
(

dy

dt

)2

+
(

dz

dt

)2

, (1.5)

а (x′, y′, z′) – декартовы координаты и t′ – часы в по-
коящейся инерциальной системе отсчёта и скорость
света в ней равна

c′ =

√(
dx′

dt′

)2

+
(

dy′

dt′

)2

+
(

dz′

dt′

)2

, (1.6)

причем предполагается, что свет распространяется
в том же направлении, что и движущаяся система
отсчёта, то c′ = c, а не c′ = c + v, где v скорость
движущейся системы отсчёта.

С помощью семейства телесных конусов будущего P =
{Pa : a ∈M}, где Pa = {b = (x, y, z, t) ∈M : c2t2−x2−y2−z2 ≥
0}, задается причинный порядок в Мире Минковского:

a ≺ b ⇔ b ∈ Pa.

Для двух событий a = (x, y, z, t) и b = (x, y, z, t) определим
разделяющий их интервал

s(a, b) =
√

c2(t− t)2 − (x− x)2 − (y − y)2 − (z − z)2.

Два события a = (x, y, z, t) и b = (x, y, z, t), говорят, разде-
лены времениподобным, пространственноподобным или изо-
тропным (световым) интервалом в зависимости, от того, яв-
ляется ли s2(a, b) > 0, s2(a, b) < 0 или s2(a, b) = 0.



1.2. ТЕОРИЯ АБСОЛЮТНОГО ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ... 37

Два события причинно связаны, если они разделены непро-
странственноподобным интервалом.

1.4. Теория абсолютного пространст-
ва-времени Минковского

1.4.1. Относительность пространства и вре-
мени

В ньютоновской физике пространство и время являются неза-
висимыми и абсолютными сущностями.

Условия абсолютности пространства и абсолютности вре-
мени в ньютоновской теории означают, что отрезки времени dt
и длины dl не зависят от того, в какой инерциальной системе
отсчета они найдены. Иначе говоря, величины dt = t2 − t1 и
dl = l2 − l1 инвариантны относительно преобразований Гали-
лея:

t′ = t, x′ = x− vt, y′ = y, z′ = z.

Абсолютные пространство и время Ньютона, связанные
с группой Галилея, Минковский заменяет на абсолютное
пространство-время7, в котором действует группа Лоренца.

Абсолютность пространства-времени – это инвариант-
ность 4-мерного интервала ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2, име-
ющего смысл «расстояния» между двумя событями (t, x, y, z)
и (t + dt, x + dx, y + dy, z + dz), относительно преобразований
Лоренца8

x′ =
x− vt√
1− v2

c2

, y′ = y, z′ = z, t′ =
t− v

c2
x

√
1− v2

c2

.

7Видимо, Минковский первым ввёл термин «пространство-время». По
крайней мере, в работе [186] 1907 года он писал «Raum-Zeitpunkte» (точка
пространства-времени), «Raum-Zeit-Vektor».

8При этом отрезки времени dt и длины dl =
√

dx2 + dy2 + dz2 уже не
являются инвариантными относительно преобразований Лоренца. Поэто-
му говорят об относительности времени и пространства.
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1.4.2. Относительность одновременности
Наше интуитивное и, как показала теория относительности,
наивное представлении о Мире событий сводится к тому, что
реально существующим мы считаем лишьтрёхмерное про-
странство, заполненное вещами, которые стечением времени
t подвергаются изменениям.

Абсолютное пространство по своей собственной
природе и безотносительно ко всему остается все-
гда неподвижным и неизменным (Ньютон, 1686)9.

Настоящим, и, значит, реально существующим, в этом про-
странстве является всё то, что имеет место в момент времени
t = t0. В следующий миг t = t0 + ∆t происходит переход в
Прошлое, и, значит, в нереальное, несуществующее, всего то-
го, что было до этого реальным. Новое настоящее – это всё,
что имеет место при t = t0 +∆t, т.е. всё то, что при t = t0 было
Будущим.

Абсолютное, настоящее и математическое время са-
мо по себе и по своей природе равномерно течет
безотносительно ко всему окружающему (Ньютон,
1686)10.

Естественно, что при таком ви́дении Мира, если два собы-
тия A и B имели место при t = t0, то оба они дружно уйдут
в Прошлое при t = t0 + ∆t по той простой причине, что они
одновременны!

Но именно это и опровергает теория относительности. Бы-
ло показано, что можно в пространстве начать перемещение,
скажем, на автомобиле с некоторой скоростью v так, что для
водителя события A и B не будут одновременными (рис. 1.2).
Следовательно, раньше (момент t′B) будет фиксироваться од-
но из них, скажем B, и только через какой-то отрезок времени
(момент t′A > t′B) наступит другое – A!

9Цитируется по (В.И.Вернадский, [61, c.240]).
10Цитируется по (В.И.Вернадский, [61, c.237]).
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Рис. 1.2: События A и B одновременны в системе отсчета (x, t), но в
системе отсчета (x′, t′) (автомобиль) они не одновременны (A в будущем
для B). Для события B в системе отсчета (x′, t′) одновременным стало
событие F , которое было в прошлом для B в системе отсчета (x, t).

Но это означает, что то, что для водителя до движения
было одним неизменным пространством, в котором шли из-
менения по мере тикания часов, после начала движения пре-
вращается в два пространства, одно из которых – это дорога,
по которой он едет, а другое – жестко привязано к автомо-
билю. При этом в каждом таком пространстве свой ход ча-
сов, своё течение времени, своя хронология событий. Рушатся
привычные, обыденные и интуитивно ясные представления об
(абсолютных) пространстве и времени.

1.4.3. Объединение пространства и времени
Открытие относительности одновременности заставило сде-
лать вывод о зависимости пространства и времени от поступа-
тельного движения, об их относительности, о наличии связи
между ними, которая становится заметной при больших скоро-
стях перемещений. Констатация связи между пространством
и временем говорит о том, что они всего лишь разные стороны
некой новой единой сущности. Эту единую сущность Минков-
ский назвал Миром событий, или пространством-временем.
Именно она является физической реальностью, а простран-
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ство и время всего лишь её тени, воспринимаемые как разные
реальные сущности там, где перемещения осуществляются с
очень малыми скоростями.

«Физическое пространство и физическое время
объединились в физический мир, интерпретирую-
щий геометрическое пространство четырех измере-
ний» (А.А.Фридман, 1923, [213, c.59]).

Пространство-время само по себе лишено того, что мы ин-
туитивно понимаем под временем. Время, как и пространство,
появляется только при осознании части Мира событий

x ∈`A M,

или в других обозначениях

x : `A →M,

где x вещь, принадлежащая пространству-времени, а `A одна
из фозможных форм осознания (оживления) материального
Мира событий (мира вещей) [124].

«Сценой действия реальности является не трех-
мерное евклидово пространство, а четырёхмерный
мир, в котором неразрывно связаны вместе про-
странство и время. Однако глубока пропасть, от-
деляющая интуитивную сущность пространства от
интуитивной сущности времени в нашем опыте, и
ничто из этого качественного различия не входит в
объективный мир, который удалось выкристалли-
зовывать физике из непосредственного опыта. Это
четырёхмерный континуум, который не является
ни «временем», ни «пространством». Только созна-
ние, которое схватывает часть этого мира, испыты-
вает обособленный кусок, который ему приходится
встретить и оставить позади себя как историю, т.е.
как процесс, который протекает во времени и имеет
место в пространстве» (Г.Вейль, 1923, [60, c.218]).
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1.5. Реальность пространства-време-
ни Минковского

Теория абсолютного пространства-времени уверяет, что собы-
тия прошлого и будущего столь же реальны, сколь реальны
события настоящего.

В абсолютном пространстве-времени ничего не про-
исходит – в абсолютном пространстве-времени всё
(уже) существует.

Другими словами, будущие события и события прошлого
доступны наблюдению в той же мере, как и события настоя-
щего. При этом, конечно, следует уточнить, что мы понимаем
под наблюдением. Ведь, к примеру, мой знакомый, в данный
момент живущий в США, столь же реален, как и я, он часть
моего настоящего, но это не значит, что я могу его видеть «жи-
вьем», хотя его наблюдение возможно, скажем, посредством
телефонного разговора. В отношении событий будущего (про-
шлого) также надо понять, как осуществляется «телефонный
разговор».

В абсолютном пространстве-времени ничего не про-
исходит – в абсолютном пространстве-времени всё
уже существует.

Если не будет предъявлено фактов таких наблюдений, то
теорию абсолютного пространства-времени придется признать
удобной геометрической иллюстрацией. Тем более, что «с точ-
ки зрения здравого смысла более вероятно, что в реальном ми-
ре существуют отдельно трёхмерное физическое пространство
и одномерное физическое время, что понятие пространства-
времени – это лишь некая научная абстракция» (Мостепанен-
ко [188, c.47]) 11.

11Одновременно здравый смысл уверяет нас, что Солнце вращается
вокруг Земли, и в этом может убедиться каждый человек – достаточно
понаблюдать за движением Солнца на небосводе.
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1.5.1. Эксперименты Н.А. Козырева

Наверное, единственный, кто попытался предъявить экспери-
ментальные доказательства наблюдения событий прошлого и
будущего, был известный советcкий астроном Н.А.Козырев
[139]. Он заявил, что с помощью его аппаратуры удалось по-
лучить сигналы из того места, где в данный момент находится
звезда, а также из того места, где она была в прошлом (место
видимого изображения) [129, c.160-166].

Эксперименты Н.А.Козырева были повторены исследова-
телями из Института математики СО РАН (г.Новосибирск)
[128, 163, 164], [129, c.160-166]. Они утверждали, что были об-
наружены мгновенные воздействия от звёзд, когда те нахо-
дились на световом конусе прошлого и будущего, в вершине
которых находилась аппаратура наблюдателя. Иначе говоря,
когда звезда и аппаратура были разделены нулевым интерва-
лом ds2 = 0. Кроме того, сигнал фиксировался от истинного
положения звезды.

М.М.Лаврентьев и И.А.Еганова в связи с этим пишут [165]:

«Из четырехмерности физической реальности сле-
дует возможность существования связи между точ-
ками пространства-времени по «временному кана-
лу». Такие связи, реализующиеся через временную
форму существования материального мира, в рабо-
тах по теории относительности не рассматривались,
«скорости» их реализации не интерпретировались.
Н.А.Козырев рассмотрел возможность дальнодей-
ствия именно с точки зрения связи между точка-
ми пространства-времени по «временному каналу».
Речь идет о мгновенном действии одного объек-
та на другой при любом расстоянии между ними.
Предполагается, что это действие осуществляется
через интервал собственного времени, равный ну-
лю. Другими словами, речь идет об объективной
связи событий, разделенных нулевым интервалом
собственного времени. Поэтому, если иметь в ви-
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ду известное соотношение, связывающее интервал
собственного времени и интервал времени в лабора-
торной системе наблюдателя, можно ожидать, что
кроме мгновенной связи в буквальном смысле связь
через один и тот же момент собственного време-
ни может осуществляться движением по поверхно-
сти светового конуса в мире событий наблюдате-
ля. Например, кроме дальнодействия от истинно-
го положения светила теоретически возможны еще
два воздействия на наземный датчик по «временно-
му каналу»: от видимого положения светила (если
рефракция отсутствует, иначе необходима соответ-
ствующая поправка, учитывающая, что рассматри-
ваемое воздействие не испытывает рефракции) и от
положения на небесной сфере, симметричного ви-
димому положению относительно истинного. Имен-
но эти три положения вызывали реакцию датчи-
ка при наблюдении многочисленных звёзд разных
спектральных классов, разной звёздной величины,
с разнообразными собственными движениями и па-
раллаксами, различных звездных систем, а также
при наблюдениях планет [137, 138]. Поэтому можно
говорить об установлении факта объективной связи
между точками пространства-времени, обусловлен-
ной его метрикой» [139].

На сегодня научная общественность не склонна считать
эксперименты Н.А.Козырева и новосибирских исследовате-
лей заслуживающими доверия. Думается, что выход книги
И.А.Егановой [129] будет способствовать скорейшему установ-
лению истины в истории с козыревскими экспериментами.
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1.5.2. Павел Флоренский о реальности
пространства-времени

П.Флоренский писал (1936)12:

«Доказать реальность пространства-времени, т.е.
несводимость его ни к отвлеченному понятию о по-
рядке и соотношении чего-то беcпространственно-
безвременного (как это делали рационалисты), ни
к ассоциации (условному рефлексу) психических
элементов, ощущений, тоже беcпространственных-
безвременных (как это делали представители сен-
суализма разных толков – английские эмпири-
сты, юмовцы, берклеянцы, бэконцы, последователи
Милля, махисты и др.) есть основная задача есте-
ствознания. При обратном же ответе упраздняется
и самое естествознание – с отменою реальности его
объекта, естества, ибо нет смысла изучать то, че-
го нет и что только кажется существующим,– хотя
бы и принудительно (Кант). – Наиболее веское до-
казательство реальности пространства-времени ле-
жит в указании на факт существования в приро-
де асимметрии и необратимости. Ассиметрия – в
пространственном аспекте мира, необратимость –
во временном. По нераздельности пространства и
времени надо, собственно, и эти моменты, асиммет-
рию и необратимость, объединить одним термином,
и лишь в целях дидактических говорить о них по-
рознь. – Что такое асимметрия? – Наличие в при-
роде таких объектов, которые не могут быть разли-
чены между собою никаким отвлеченно указуемым
признаком (напр. правая и левая перчатка), т.е.
сведением к какому-нибудь инородному понятию,
а различаемы лишь в отношении друг к другу или
к какому-либо другому случаю асимметрии же; од-

12Написано в ссылке, в Соловках, откуда не было возврата для людей
чести.
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нако асимметрические объекты действительно раз-
личны и не могут быть взаимозаменимы, различие
их реально, т.е. не обусловлено произволом, жела-
нием, привычкою, условным рефлексом. Их разли-
чие не субъективно. Как же сказать, чем именно
они различны, в чем заключается невозможность
заменить один парный сапог другим, правую пер-
чатку левой? <...> Асимметрия во времени есть
необратимость. Быть – значит быть во времени;
быть во времени – значит быть необратимым, т.е.
историчным. A ⇒ B не есть B ⇒ A. Нельзя ска-
зать, чем именно направление (смысл, sens) от про-
шлого к будущему отличается от направления об-
ратного, все элементы процесса и порядок их – одни
и те же в обоих случаях. И тем не менее, несмотря
на отсутствие различающего признака, эти направ-
ления существенно различны, и не зависит от на-
шего желания видеть процесс идущим навыворот,
как в кино с движущейся в обратном направлении
фильме» [210].

1.5.3. Что такое реальность, реальный мир?

Что мы понимаем под словами «реальный мир» или, что то
же самое, «физический мир»?

Реальность – это то в нашей жизни, с чем нельзя не счи-
таться13. Под «то» мы понимаем как материальные вещи, так
и идеальное, имеющее место в мыслях, в идеях, в книгах, в
изображениях и т.д. Мы не можем не считаться с тем, что
огонь обжигает и ведёт к тяжёлым ранам; падение с большой
высоты означает смерть или переломы костей. Нам приходит-
ся считаться с тем, что поведение другого человека не может

13Отсюда не следует справедливость утверждения, что не реально то,
с чем можно не считаться. Дело в том, что ошибочно думать, что
при построении утверждений, приводимых в книгах, следует использо-
вать двузначную логику. Логика высказываний русского языка отнюдь
не двузначная.
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быть нами в ряде случаев изменено, если тот иначе мыслит
или имеет иные убеждения, которым остается верным даже
под пытками.

Флоренский пишет, что необратимость времени есть при-
знак реальности пространства-времени. Действительно, нам
приходится считаться с невозвратимостью того, что мы содер-
жим в своей памяти, и того, что называем своим прошлым.

В современной хроногеометрии принято считать, что фи-
зичская реальность, т.е. пространство-время, состоит из собы-
тий и образует четырехмерный континуум.

Однако далеко не все события пространства-времени мож-
но рассматривать как реальные. Пространство-время всего
лишь бытие как таковое, совокупность свободных возмож-
ностей. То, что мы относим к реальности, – это то, что само-
конструируется для сознания14.

Реальность – продукт, (само)конструируемый15 большим
множеством субъектов, точнее, их индивидуальных созна-
ний, посредством воплощения (материализации) скоррелиро-
ванных идей в форме вещей объективно и независимо суще-
ствующего внешнего мира и являющего собой совокупность
возможностей, занимающих часть Мира событий. Отражаясь
в мозгу, порожденная реальность опознается сознанием субъ-
екта как воплощенная идея, что приводит к осознанию субъ-
ектом своего присутствия в реальности [126].

С реальностью субъекту приходится считаться, поскольку
она плод объединённых (скоррелированных) усилий множе-
ства индивидуальных сознаний, а не сон отдельного разума.

Отсюда становится понятным, почему реальность продол-
жает существовать, если кто-то умирает. Раз реальность –
плод объединённых (скоррелированных) усилий множества
индивидуальных сознаний, то прекращение усилий одного ума
по созиданию (поддержанию) реальности почти всегда явля-

14Переосмысленное высказывание Германа Вейля [59, c.194].
15Мы должны дописывать слово «(само)» поскольку сами субъекты –

часть вещественного мира; следовательно, коструируют не только Мир,
но и себя самих.
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ется исчезающе малым воздействием, и это не приводит, как
правило, к катастрофическому изменению реальности.

Исключением являются воздействия в окрестностях би-
фуркационных множеств. Но поскольку нахождение вблизи
бифуркационных множеств не является типичным (общим
правилом), то распространенным является мнение, что среда
обитания, мир вещей может существовать без нас, а мы су-
ществовать без среды, т.е. нашей физической реальности, не
можем.

Осознание своего присутствия в реальности, в Мире, осу-
ществляется так, что Мир предстает перед сознанием в форме
того, что мы называем существованием в пространстве и во
времени. Поэтому Кант и писал, что пространство и время
представляют собой формы чистого созерцания.

1.6. Причинная структура лоренце-
вых многообразий

Псевдориманово пространство 〈1V n, g〉 сигнатуры (+ − ...−)
называется лоренцевым многообразием.

Лоренцева метрика g для гладкого паракомпактного мно-
гообразия V n – это задание на каждом касательном простран-
стве TpV

n невырожденной билинейной формы: g|p : TpV
n ×

TpV
n → IR с диагональным видом (+− ...−).
Ненулевые касательные векторы v классифицируются

как времениподобные (временные), пространственноподобные
(пространственные), непространственноподобные или изо-
тропные (световые) соответственно тому, что g(v, v) > 0,
g(v, v) < 0, g(v, v) ≥ 0 или g(v, v) = 0.

Лоренцево многообразие 〈V n, g〉 называется ориентируе-
мым во времени, если на V n существует непрерывное, нигде
не обращающееся в нуль времениподобное векторное поле X.

Это векторное поле используется для разбиения в каждой
точке множества непространственноподобных векторов на два
класса – класс векторов, направленных в будущее, и класс век-
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торов, направленных в прошлое.

Определение 1.1. Пространство-время – это лоренцево
многообразие 〈V n, g〉 вместе с выбранной на нем ориентацией
во времени.

Если на V n существует на-

Рис. 1.3:

правленная в будущее кусочно-
гладкая времениподобная кри-
вая, идущая из точки p в точку
q, то обычно пишут p ¿ q. Если
же p = q или на многообразии
V n существует направленная в
будущее кусочно-гладкая непро-
странственноподобная кривая из
p в q, то пишут p ≤ q.

Бинарные отношения ¿ и ≤
являются транзитивными. Одна-
ко они не являются антисиммет-
ричными. В V n могут существо-

вать такие точки p и q, что p 6= q, но p ¿ q & q ¿ p (см.
рис. 1.3; аналогично для отношения ≤).

Определение 1.2. Пространство-время 〈V n, g〉 называется
хронологическим, если отношение ¿ является строгим поряд-
ком на V n. Этот порядок будем обозначать ≺ (mod g), подчер-
кивая то, что он индуцируется, порождается метрикой g.

Определение 1.3. Пространство-время 〈V n, g〉 называется
причинным, если отношение ≤ является нестрогим порядком
на V n. Этот порядок будем обозначать¹ (mod g), подчеркивая
то, что он индуцируется, порождается метрикой g.

Хронологическое прошлое и хронологическое будущее точки
p задаются следующими соотношениями:

I−(p) = {q ∈ V n : q ¿ p} и I+(p) = {q ∈ V n : p ¿ q},
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а причинное прошлое и причинное будущее точки p имеют вид

J−(p) = {q ∈ V n : q ≤ p} и J+(p) = {q ∈ V n : p ≥ q}
соответственно.

Множества I−(p) и I+(p) в любом пространстве-времени
всегда открыты, а множества J−(p) и J+(p) в общем случае
не открыты, не замкнуты.

Причинная структура пространства-времени 〈V n, g〉 мо-
жет быть определена как набор семейств множеств прошлого
и множеств будущего во всех точках многообразия V n.

Определение 1.4. Лоренцева функция расстояния в
пространстве-времени 〈V n, g〉 – это отображение d : V n×V n →
[0,+∞) такое, что

d(p, q) =

{
0, если q /∈ J+(p),
sup

L
s(L), если q ∈ J+(p),

где

s(L) =

q∫

p

√
gL(t)〈L∗(t), L∗(t)〉dt, (1.7)

L – непространственная кривая, идущая из точки p в q.
Лоренцева функция расстояния является аналогом рима-

новой функции расстояния для (собственно) римановых про-
странств. Вместо неравенства треугольника она удовлетворяет
неравенству Эйнштейна:

∀p∀r∀q((p ≤ r ≤ q) ⇒ d(p, q) ≥ d(p, r) + d(r, q)).

1.6.1. Локальный причинный порядок
Как выяснилось при исследовании причинной структуры
пространств-времен общей теории относительности (ОТО),
глобальный причинный порядок ≺ может и не существовать.
Наличие временных петель в ряде решений уравнений Эйн-
штейна означало, что вводимый в ОТО естественным образом
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причинный порядок16 не удовлетворяет, вообще говоря, усло-
вию антисимметричности.

Однако, если ограничиться малыми пространственно-
временными областями, то в них причинный естественный по-
рядок уже удовлетворяет условиям строгого порядка. Мы име-
ем тем самым локальный порядок, т.е. порядок, который дей-
ствует только в малых пространственно-временных областях.

Формализация локального порядка в Мире событийM воз-
можна несколькими способами. Дадим только два способа.

Первый способ. Введем вM симметричное бинарное отно-
шение близости x‡y событий x, y ∈M.

Истинность отношения x‡y означает, что x и y топологиче-
ски близкие события.

Строгий локальный порядок на M – это бинарное отноше-
ние ≺l, удовлетворяющее условиям:

1) x ≺l y ⇒ x‡y;
2) x ≺l y & y ≺l z & x‡z ⇒ x ≺l z.

Второй способ. При втором способе задания локального по-
рядка мы определяем его как бинарное отношение x ≺l y, ко-
торое антисимметрично и удовлетворяет условию ограничен-
ной транзитивности:

(∃x)(x ≺l a & x ≺l b & x ≺l c)∨(∃y)(a ≺l y & b ≺l y & c ≺l y) ⇒

⇒ (a ≺l b & b ≺l c & a ≺l c).

Очевидно, что (глобальный) строгий порядок ≺ является
локальным порядком.

1.6.2. Кинематики Пименова

Рассмотрим упорядоченную структуру 〈M,≺l〉. Нас инте-
ресуют такие упорядоченные структуры, которые похожи

16Этот естественный порядок в пространстве-времени 〈V 4, g〉 индуци-
руется, порождается с помощью метрики g (см. определение 1.2).
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на те, что используются в теории относительности и на-
зываются либо пространством-временем Минковского, либо
пространством-временем общей теории относительности.

В случае обобщенной римановой геометрии основным ин-
струментом является понятие метрики. Метрика на множе-
стве X– это функция ρ : X ×X → [0, +∞), удовлетворяющая
условиям:

1) ρ(x, y) ≥ 0;
2) ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y;
3) ρ(x, y) = ρ(y, x);
4) ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y).
Метрический подход позволяет строить богатую геометри-

ческую теорию, имеющую самые различные приложения.
В случае пространства-времени V теории относительности

существует то, что называется собственным временем s(L)
и вычисляется вдоль времениподобных кривых L (см.(1.7)).
Для изотропных кривых s(L) = 0 и является мнимым для
пространственно-подобных кривых. С помощью s(L) можно
определить функцию d : V × V → [0, +∞], называемую ло-
ренцевой функцией расстояния, которая вычисляется для то-
чек x, y, соединяющихся непространственно-подобной кривой
L (см. определение 1.4).

Естественно попытаться построить аксиоматическую тео-
рию относительности, беря в качестве исходного пункта функ-
цию d(x, y), удовлетворяющую аксиомам, которые являются
свойствами лоренцевой функции расстояния. Именно это бы-
ло независимо сделано Р.И.Пименовым [190] в СССР и Г.Бузе-
маном [260] в США. Их частные результаты представлены в
§ 2.8 и § 2.9. В этом подпараграфе мы даем определение самых
общих так называемых пространств кинематического типа, ко-
торые были предложены Р.И.Пименовым. Его книга [190] из-
лагает результаты кандидатской диссертации.

Итак, полагаем

Op = {x ∈M : p ≺l x} и O−p = {x ∈M : x ≺l p}
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и определим интервал

(p, q) = Op ∩O−
q , если p ≺l q.

Определение 1.5. Мир событий 〈M,≺l〉 называется кине-
матикой, если всяких a, b, c, d, e при e ∈ (a, b) ∩ (c, d) следует
существование p, q ∈ (a, b) ∩ (c, d) таких, что e ∈ (p, q).

Кинематическая метрика – это отображение τ : M×M→
[0,+∞), удовлетворяющее условиям:

1) τ(p, q) > 0 ⇔ p ≺l q;
2) τ(p, q) = 0 ⇔ q ∈ ∂O+

p ;
3) если p ≺l r ≺l q, то τ(p, q) ≥ τ(p, r) + τ(r, q).
Здесь ∂O+

p – граница множества O+
p относительно тополо-

гии пространства M, базой которой являются все интервалы.
Такую топологию называют александровской.

Определение 1.6. Мир событий 〈M,≺l〉, снабженный ки-
нематической метрикой, называется метрической кинемати-
кой.

Теорема 1.1 (В.Я.Крейнович, [143]). На всякой нормальной
кинематике можно ввести непрерывную согласованную с по-
рядком кинематичекую метрику.

1.7. Причинная аксиоматика
пространства-времени

Рассмотрим подробнее проблемы, пути, ограничения и успехи
хроногеометрии.

1.7.1. Программа А.Д. Александрова постро-
ения специальной теории относитель-
ности

В 1959 году А.Д.Александров изложил основные положе-
ния, на основе которых должна строиться специальная тео-
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рия относительности [17]. Подход А.Д.Александрова опира-
ется на представление о фундаментальной роли причинно-
следственных связей между событиями Мира событий M:

1. Пространство-время есть многообразие всех событий,
взятое лишь с точки зрения его структуры, определен-
ной системой отношений предшествования, в отвлече-
нии всех иных свойств. Другими словами, пространство-
время – это структура рода 〈M,¹〉.

2. Пространство-время есть четырёхмерное топологическое
многообразие.

3. Пространство-время максиально однородно, т.е. группа
его преобразований G, сохраняющих отношение предше-
ствования, максимальная из всех возможных.

4. Как само многообразие, которое представляет простран-
ство-время, так и преобразования, указанные в п.3, явля-
ются дифференцируемыми. Иначе говоря, в общем слу-
чае должна рассматриваться структура рода 〈M,¹,F〉,
где F есть гладкая структура.

Со временем эта программа претерпевала изменения и в
1980-е годы была разбита Р.И.Пименовым на следующие три
задачи хроногеометрии [197].

1.7.2. Три задачи хроногеометрии
по Пименову

Первая задача. Дана структура 〈M,¹〉. Найти такие ак-
сиомы, в силу которых 〈M,¹〉 оказывается четырёхмерным
псевдоевклидовым пространством 1E4 сигнатуры (+ − −−),
т.е. 1E4 как множество совпадает с M, а априорный порядок
¹ совпадает с индуцированным ¹ (mod η) относительно мет-
рического тензора Минковского η пространства 1E4 .
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Все объекты, входящие в определение 1E4, т.е. аффинная
структура, векторная структура, метрический тензор, долж-
ны с указанной степенью однозначности получаться в силу
искомых аксиом на 〈M,¹〉.
Вторая задача. Дана структура 〈M,≺l〉. Найти такие ак-
сиомы, при которых 〈M,≺l〉 оказывается четырёхмерным
псевдоримановым пространством 〈1V 4, g〉 сигнатуры (+ −
−−).

Так как 1E4 есть частный случай 1V 4, то нетривиальным
будет наличие 1V 4 ненулевой и переменной кривизны. Поэто-
му можно дать минимальную и максимальную формулировки
второй задачи.

Минимальная формулировка предлагает найти такие ак-
сиомы для структуры 〈M,≺〉, при которых она оказывается
псевдоримановой структурой 〈1V 4, g〉, и всякое хронологиче-
ское пространство-время 〈1V 4, g〉 с переменной кривизной удо-
влетворяет этим аксиомам, если ≺⇔≺ (mod g).

Максимальная формулировка требует найти такие аксио-
мы для структуры рода 〈M, {¹Uα}α∈A〉 с локальным поряд-
ком, задаваемым семейством порядков, каждый из которых
¹Uα определен на некоторой окрестности Uα, при которых она
оказывается 〈1V 4, g〉 и всякое 〈1V 4, g〉 с переменной кривизной
удовлетворяет этим аксиомам, если за семейство {¹Uα}α∈A
принять локальные индуцированные порядки ¹ (mod g, Uα).

При этом имеется в виду, что 〈1V 4, g〉 = 〈M, T ,F , g〉 и что
все эти объекты T (топология), F (гладкость) и g (метрика)
могут быть получены из локального порядка ¹Uα .

Третья задача – задача обобщения. Она не поддается точ-
ной математической формулировке, т.к. проводить обобщения
можно в разных смыслах. Интуитивно ее можно понимать так:
проследить, насколько содержательные математические,
физические и философские результаты можно получить, ес-
ли рассматривать структуру (M,¹), или (M, {¹Uα}α∈A),
подчиненные тем или иным «пространственно-временно-
подобным условиям». Здесь единственным критерием остается
принцип перманентности: новые объекты должны включать
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как частный случай пространство 〈1E4, η〉 и/или 〈1V 4, g〉.

1.7.3. Итоги решения трех задач
хроногеометрии

Итоги по первой задаче. Первая задача связана с аксиома-
тизацией специальной теории относительности, она проще, и
в силу этого для нее достатоточно быстро А.Д.Александров
нашел несколько приемлемых решений [10, 19, 31, 32]. Де-
ло в том, что соответствующая топологическая часть пробле-
мы была уже решена ранее (в частности, Л.С.Понтрягиным).
Порядок предполагался инвариантным относительно комму-
тативной группы преобразований T ⊂ Aut(¹), сохраняющих
порядок, и действующей транзитивно на M. Поэтому группа
T оказывалась группой Ли, изоморфной группе параллельных
переносов в аффинном пространстве An, и это позволяло осна-
стить Мир событий аффинной структурой (см. § 2.2). Порядок
¹ оказывается тесно связанным с эллиптическими конусами в
An, что является прямым шагом к введению псевдоевклидо-
вой метрики η (см. подробнее в § 1.7.4).

В нашей монографии в гл. 2 мы приводим аксиоматику
А.Д.Александрова, а также другие аналогичные аксиомати-
ки специальной теории относительности Г.Буземана (§ 2.8),
Р.И.Пименова (§ 2.9) и А.К.Гуца (гл.7 и 8), являющиеся реше-
ниями первой задачи.
Итоги по второй задаче. Отсутствие в пространствах-
временах общей теории относительности группы преобразова-
ний17, аналогичной T ⊂ Aut(¹), сохраняющей порядок и дей-
ствующей транзитивно на M, существенным образом ослож-
няет решение второй задачи хроногеометрии. Вторым затруд-
нением является отсутствие в общем случае глобального по-
рядка в псевдоримановых пространствах 〈1V 4, g〉.

В случае минимальной задачи порядок глобальный, а зна-
чит, пространство-время является некомпактным 4-мерным

17Псевдоримановы пространства в общем случае не являются однород-
ными, т.е. не обладают транзитивными группами изометрий.
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многообразием. В таком случае гладкая структура F всегда
существует [313], и Р.И.Пименову удалось ввести ее исходя из
порядковой структуры. Соотвествующую аксиоматику можно
найти в [190] (см. также § 9.8).

В случае максимальной задачи порядок локальный и суще-
ствование гладкой структуры18 постулируется в виде одной из
аксиом. Это связано с тем, что, например, на IR4 существует
несчетное число недиффеоморфных гладких структур, и это
может означать наличие, как минимум, двух недиффеоморф-
ных пространств-времен с одной и той же лоренцевой функ-
цией расстояния [99].

В § 9.8 приводится решение максимальной задачи, найден-
ное Р.И.Пименовым в 1988 году.
Итоги по третьей задаче. К решениям третьей задачи мож-
но относить любые обобщения псевдоевклилова и псевдорима-
новых пространств, используемых в теории относительности.
Такие обобщения могут строиться как на основе теории упоря-
доченных множеств, так и без нее (хотя неявно подразумева-
ется, что причинный порядок должен появляться на каком-то
этапе конструирования пространства).

Знание возможных обобщений является важным этапом
хроногеометрических исследований, т.к. необходимо строить
аксиоматические теории относительности таким образом, что-
бы за счет тех или иных аксиом исключались возможные
более общие, чем это используется в теории относительно-
сти, пространственно-временные модели. А таких обобщенных
пространственно-временных моделей, отличных от псевдори-
мановых пространств, было найдено великое множество.

Р.И.Пименов пишет по этому поводу [197]: «Задача обоб-
щения псевдориманова пространства-времени решалась как с
явным введением отношения порядка (работы [240, 260, 73,
189, 145, 304, 190, 193, 194, 195, 196]), так и с неявным (ра-
боты [45, 46, 51, 52, 53, 54, 55]), причем здесь мы игнориру-
ем все обобщения в виде пространств аффинной связности,
пространств с несимметричным метрическим тензором, много-

18Компактное 4-многообразие может не иметь гладкой структуры [267].
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мерные, а также расплывчато-неспецифицированные финсле-
ровы. По последним см. библиографию [46, 284]. Локальное
ее решение практически одинаково: на структуре 〈M, T 〉, где
T – некоторая хорошая топология, на окрестностях задается
отношение порядка.

Описаны следующие восемь классов пространств-времен,
обобщающих псевдоевклидовы и псевдоримановы простран-
ства-времена:

1. Векторные кинематики 〈En,¹, τ〉, где En – векторное
пространство, а ¹ согласуется со сложением и умножением на
положительные числа, а τ – векторная кинематическая мет-
рика (см.[197]).

2. Аффинные кинематики 〈An,¹, τ〉, где векторная под-
структура образует векторную кинематику. Эти две кинема-
тики моделируют «анизотропную специальную теорию отно-
сительности», т.е. реализуют замысел В.И.Вернадского. Све-
товой конус тут необязательно эллиптичен, но даже в случае
эллиптического конуса метрика в них может быть не лоренцо-
ва [51, 196].

3. Трансляционные кинематики 〈An,¹, τ〉, в которых ¹ не
согласуется с умножением, τ не положительно-однородна, а в
остальном они похожи на аффинные. «Скорость света» в них
нелинейна.

4. Общие метрические кинематики 〈M,¹, τ〉. Частным слу-
чаем их являются финслеровы кинематики.

5. Времениподобное пространство Буземана [260].
6. Кинематики ограниченной кривизны [73], напоминаю-

щие введенные А.Д.Александровым в случае обычной метри-
ки Фреше двумерные многообразия ограниченной кривизны».

1.7.4. Классы пространств однозначного
решения задач хроногеометрии

Cуществование пространств, отличных от псевдоримановых,
заставляет задумываться о том, в каком классе пространств
существует модель прстранства-времени, удовлетворяющая
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рассматриваемой системе аксиом.
Действительно, как правило, во всех причинных аксиома-

тиках специальной теории относительности доказывается, что
мир событий M является аффинным пространством, а мно-
жество

Pa = {x ∈M : a ¹ x}
– это (ординарный) эллиптический конус, которому дается
название «световой конус будущего». По нему записывается
уравнение «двойного светового конуса»:

gik(a)XiXk ≥ 0,

позволяющее восстановить лоренцеву метрику gik(a). Но
данное введение лоренцевой структуры делается, конечно же,
с точностью до умножения на скалярный множитель

gik(a) → λ(a)gik(a).

Иначе говоря, для класса псевдоримановых пространств-
времен справедливо заявление: «на базе отношения (по-
тенциальной) причинности можно однозначно построить
пространство-время специальной теории относительности» с
незначащей оговоркой о масштабе19.

Однако «в классе финслеровых (в частности, в классе аф-
финных и векторных) кинематик это неверно. Конусом Pa

метрика τ определяется неоднозначно. Даже в случае эллип-
тического конуса существуют нелоренцовы метрики, облада-
ющие при том богатой (например, орисферической) группой
автоморфизмов. Эта последняя подвергнута детальному фи-
зическому изучению [51, 52, 53, 202]. Поэтому, если стоять
на той точке зрения, что кинематическая метрика являет-
ся объектом геометрической природы, то можно утверждать,

19Более того, чаще всего и эта оговорка опускается: подразумевается,
что читатель сам понимает, что метрика восстановлена с точностью до
конформности, т.е. на M задана не одна лоренцева структура, а целый
класс конформных структур.
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что отношения порядка недостаточно для построения геомет-
рии пространства-времени. Если же относить метрику к фи-
зическим объектам, то появление неримановых пространств-
времен не препятствует утверждению, что специальную тео-
рию относительности можно построить практически однознач-
но на базе одного лишь отношения порядка (потенциальной
причинности). По-видимому, выбор между этими двумя точ-
ками зрения относится скорее к философии, во всяком случае,
к метатеории» [197].

1.8. Интерактивная аксиоматика
пространства-времени

Причинная структура Мира событий, как уже говорилось, по-
является как сугубо человеческий взляд на природу взаимо-
действия. Взаимодействие – это форма организации вещей в
себе (событий) в единое нечто, что на языке математики на-
зывается четырехмерным топологическим многообразием.

Выявление того, благодаря чему складывается, образу-
ется структура топологического многообразия, называемого
пространством-временем, и является задачей хроногеометрии.
Как уже говорилось А.Д.Александров считал, что топологи-
ческая и метрическая структуры пространства-времени – это
следствия его причинно-следственной структуры Мира собы-
тий.

Но причинность всего лишь локальный, ограниченный
взгляд на взаимодействие событий. Следовательно, имеет
смысл объяснять топологическую и метрическую структуры
пространства-времени непосредственно исходя из констатации
наличия отношения взаимодействия событий. Математически
это означает, что вместо асимметричного отношения порядка
x ¹ y мы должны первичным в Мире событий считать сим-
метричное бинарное отношение x ] y.

Думается, что отношение x ] y является первичным, а от-
ношение причинности x ¹ y вторичным. Почему? Цепочка до-



60 Глава 1. СТРУКТУРА МИРА СОБЫТИЙ

водов может выглядеть следующим образом. Мир событий,
симметричный относительно изменения знака времени, т.е. от-
носительно замены будущего на прошлое и наоборот, должен
быть сам абсолютно симметричным. Переход к несимметрич-
ному отношению, который для человека естественен, посколь-
ку он четко знает, что прошлое не возвращается, может объ-
ясняться следующими двумя способами:

1. Мир событий становится несимметричным сразу после
того, как в нем появляется Наблюдатель – человек. В силу
самой организации Наблюдателя как объекта, не способного
отразить в себе весь Мир событий целиком, он воспринимает
Мир с теми или иными ограничениями. Для человека это огра-
ничение сводится к понятию времени, которое «течет только
от прошлого к будущему».

Рис. 1.4:

2. Мир событий несимметричен изначально, т.е. безотно-
сительно к тому, «оснащается» ли он наблюдателем. Матема-
тически это означает, что пространство-время не есть всё IR4

(рис.1.3, a)), а всего лишь некоторая собственная (под)область
D ⊂ IR4 (рис.1.3, b)). Несимметричное пространство-время D,
оснащенное симметричным отношением x ] y, геометрически
означающее наличие в D семества световых (двойных) полных
конусов C = {Ca : a ∈ D}, неизбежно означает, что половины
светового конуса не являются равнозначными. Следователь-
но, прошлое отлично в восприятии от будущего: прошлое не
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возвращается. Впервые о такой ситуации написали Уиллер и
Фейнман [355, 356], обнаружившие, что рассмотрение несим-
метричного пространства-времени приводит к тому, что вме-
сто симметричного решения волнового уравнения

f+(x− ct) + f−(x + ct)

мы неизбежно оставляем только запаздывающие взаимодей-
ствия f+(x− ct).

Несимметричность Мира событий в действительности
означает немаксимальность группы преобразований, сохраня-
ющих отношение x ] y. Это легко подтверждается на примере
построения аксиоматической теории нестационарной вселен-
ной де Ситтера [88].

Аксиоматическую теорию пространства-времени, постро-
енную на основе отношения взаимодействия ], будем назы-
вать интерактивной. Исходной структурой для построения
интерактивной теории пространства-времяни является струк-
тура рода 〈M, ]〉.

Но прежде чем говорить о более широком взгляде на осно-
вания геометрии пространства-времени, мы в этой книге вы-
ясним, как видится структура пространства-времени в рамках
причинной теории, т.е. в рамках восприятия Мира человеком.

1.9. Проблема четырёхмерности
пространства-времени

При аксиоматическом построении теории относительности
важной задачей является отыскание условий, которым должен
удовлетворять порядок ¹ на M, чтобы получаемое в резуль-
тате псевдоевклидово пространство 1En имело размерность,
равную в точности 4, т.е. n = 4 [86, задача 12].

При этом в искомые условия не должны входить какие-
либо числа, как натуральные, так и действительные. Напри-
мер, не должно быть фраз, подобных следующей: «поверхно-
сти четырёх произвольных конусов (областей воздействия), ни
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один из которых не лежит целиком в другом, пересекаются в
одной точке»20. Действительно, в такой аксиоме уже обозначе-
на требуемая размерность. А если бы речь шла не о четырёх, а
о, скажем, трёх областях воздействия, то, как это часто быва-
ет, такое условие в действительности говорит о размерности 4.
(Можно сказать, что между двумя домами одна перегородка,
и говорить далее о числе перегородок, имея в виду определе-
ние числа домов, либо говорить о двух домах, думая о числе
перегородок между ними).

Выяснению разного типа поведения физических систем,
обусловленного четырехмерием, посвящены многочисленные
работы. Много интересного собрано в книге [187]. На семинаре
«Хроногеометрия» акад. А.Д.Александрова, который функци-
онировал в 1970-80-е годы в Новосибирском государственном
университете, хотя постоянно и обсуждалась аксиоматическая
причинная теория пространства-времени, но вопрос об услови-
ях, влекущих четырёхмерность Мира событий, как-то всерьез
не рассматривался. Считалось, что важнее получить конечно-
мерное псевдоевклидово пространство и преобразования Ло-
ренца.

Таким образом, автору трудно привести пример удачно-
го решения проблемы четырёхмерности пространства-времени
в рамках причинной теории. В § 3.10, тем не менее, при-
водится решение проблемы четырёхмерия, осуществленное
Ю.Ф.Борисовым (1960), а в гл. 11 В.Трифоновым в рамках
так называемой топосной хроногеометрии, которая базируется
не на теории множеств, являющейся основой любой математи-
ческой теории в XX веке, а на теории топосов.

20Эта аксиома, по мнению Г.Е.Горелика, решает проблему задания раз-
мерности пространства-времени [70, c.55].



Глава 2

ПРИЧИННАЯ
ТЕОРИЯ МИРА
СОБЫТИЙ

В этой главе достаточно подробно дается представление об
аксиоматической причинной теории пространства-времени,
предложенной в 1970-е годы А.Д.Александровым.

Построение причинной теории пространства-времени явля-
лось одной из самых привлекательных задач науки XX века. С
точки зрения математики речь идет об исследовании частич-
но упорядоченных структур. Под этим понимают, как правило,
некоторое множествоM, называемое Миром событий, с задан-
ным на нем рефлексивным и транзитивным бинарным отноше-
нием ¹. В действительности исходным, первичным является
не понятие причинности, а представление о движении (взаи-
модействии) материальных объектов. Причинность выступает
на первый план благодаря тому, что наблюдатель фиксирует
смену движения или изменение в состоянии объектов. Именно
отсюда берет исток воззрение об особой значимости вскрытия
причин и следствий для изучаемого явления, а также убежде-
ние в несимметричности причинно-следственных связей. При-

63
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чинность рассматривается как такое отношение в материаль-
ном мире, с помощью которого можно объяснить топологичес-
кую, метрическую и все иные мировые структуры.

2.1. Понятие пространства-времени
Что такое пространство-время? Ответ1 нам нужен не на фи-
лософском уровне, а на таком, который бы дал почву для по-
строения теории пространства-времени. Ответ должен заклю-
чаться в теории относительности, так как она и является тео-
рией пространства-времени, но ответ этот нужно еще из нее
извлечь.

Форма предмета есть, собственно, не что иное, как совокуп-
ность отношений его частей. Поэтому речь идет о тех матери-
альных связях мира, которые в своей совокупности и опреде-
ляют пространство-время.

Простейший элемент мира – это то, что называется собы-
тием. Это точечное явление вроде мгновенной вспышки то-
чечной лампы или, пользуясь наглядными понятиями о про-
странстве и времени, это явление, протяжением которого в
пространстве и во времени можно пренебречь. Словом, со-
бытие аналогично точке в геометрии, и, подражая определе-
нию точки, данному Евклидом, можно сказать, что событие –
это явление, часть которого есть ничто, оно есть «атомарное»
явление. Всякое явление, всякий процесс представляется как
некоторая связная совокупность событий. С этой точки зрения
весь мир рассматривается как множество событий.

Отвлекаясь от всех свойств события, кроме того, что оно
существует, мы представляем его как точку, «мировую точку».
Пространство-время и есть множество всех мировых точек.

Однако при таком определении пространство-время еще
не обладает никакой структурой – оно просто совокупность
событий, в которых удерживается лишь один факт их суще-
ствования как разных событий, в отвлечении от всех прочих

1При написании этого параграфа использовалась работа А.Д.Алек-
сандрова [22].
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свойств и без всяких пока отношений между ними. Можно вве-
сти понятие о непрерывности ряда событий, заимствуя его из
наглядного представления или давая ему какое-либо подхо-
дящее определение. Тогда пространство-время окажется про-
сто четырехмерным многообразием в смысле топологии. Мы
не останавливаемся на этом и определяем структуру и саму
непрерывность пространства-времени, исходя из самого обще-
го и основного отношения событий, какое имеется в мире. Мы
имеем в виду движение материи.

Каждое событие так или иначе воздействует на некоторые
другие события и само подвержено воздействиям других со-
бытий. Физическая природа воздействия может быть весьма
разнообразной; мы можем представлять его как распростра-
нение света, вылет частицы и т.п. Понятно, что оно не обязано
быть непосредственным, а может идти через ряд агентов. Са-
мо движение малого тела представляет собой ряд событий,
в котором предыдущие события воздействуют на последую-
щие. В понятиях физики воздействие можно определить как
передачу импульса и энергии. Эти понятия представляются
тогда первоначальными, что отвечает существу дела, так как
импульс и энергия есть основные физические характеристи-
ки движения и воздействия. Но, отвлекаясь в самих событиях
от их конкретных свойств, мы отвлекаемся и в понятии воз-
действия от его конкретных свойств, кроме того, что оно есть
отношение между событиями, обладающее свойствами пред-
шествования (антисимметричностью и транзитивностью). Ес-
ли мыслить аксиоматическое (а такова основная задача кни-
ги) построение теории пространства-времени, то понятия со-
бытия – мировой точки и воздействия – предшествования бе-
рутся как исходные и не подлежащие определению. Те собы-
тия, которые подвергаются воздействию данного события a,
образуют «область Pa воздействия события a». Такие обла-
сти определяют в множестве всех событий некоторую струк-
туру. Она равносильна, конечно, той структуре, которая опре-
деляется самими отношениями воздействия. Эта структура и
есть пространственно-временная структура мира. Иначе гово-
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ря, само пространство-время можно определить следующим
образом.

Пространство-время есть множество всех собы-
тий в мире, отвлеченное от всех его свойств, кро-
ме тех, которые определяются отношениями воз-
действия одних событий на другие.

Воздействие одного события на другое есть элементарная
форма причинной связи, точно так же, как событие есть «ато-
марное» явление. Поэтому только что сказанное можно вы-
разить хотя и менее точно, но более выразительно в следую-
щих словах: пространственно-временная структура мира есть
не что иное, как его причинно-следственная структура, взятая
лишь в соответствующей абстракции. Эта абстракция состоит
в отвлечении от всех свойств явлений и их причинных связей,
кроме того, что явления слагаются из событий, а их взаимные
влияния – из воздействий одних событий на другие.

То, что высказанное определение пространства-времени
действительно возможно в рамках специальной теории отно-
сительности, доказывается в этой главе.

Данное определение пространства-времени представляет
собой не что иное, как соответствующее современной физике
конкретное и точное выражение того, что пространство-время
есть форма существования материи. Сама материя в ее движе-
нии и тем самым во взаимодействии ее элементов и определяет
свою пространственно-временную форму.

2.2. Аксиомы A1, A2

А к с и о м а A1. Пространство-время – это связ-
ное односвязное локально компактное хаусдорфо-
во четырёхмерное топологическое пространство
M, на котором заданы семейство подмножеств
P = {Pa : a ∈ M} – «областей воздействия»
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и транзитивная коммутативная группа T гомео-
морфизмов M на себя, удовлетворяющие следую-
щим условиям:

1) подмножество Pa 6= {a} сопоставлено каждой
точке a ∈M;

2) a ∈ Pa для любой точки a ∈M;

3) если y ∈ Px, то Py ⊂ Px;

4) для любого гомеоморфизма t ∈ T и любой точки
a ∈M имеет место равенство t(Pa) = Pt(a).

Приведенная аксиома, казалось бы, не отвечает желанию
определить топологию пространства-времени, исходя только
из структуры, задаваемой областями воздействия Pa. Но из
приводимых ниже теорем (см. §§ 2.3, 2.7) станет ясно, что это
действительно так, и мы могли бы исходную аксиому A1 из-
ложить в терминах, использующих только области Pa, но это
привело бы к чрезмерно усложненной формулировке аксиомы,
теряющей всю свою простоту и наглядность.

Из аксиомы A1 сразу же следует [207, 264], что вM можно
ввести координаты x1, x2, x3, x4 так, что элемент t ∈ T мож-
но представить в виде обычного переноса: t : (x1, x2, x3, x4) →
(x1 + t1, x2 + t2, x3 + t3, x4 + t4), т.е. M есть четырёхмерное
аффинное пространство, а T — группа параллельных пере-
носов в M.

Постулирование существования группы T связано с пред-
положением об однородности пространства-времени, при-
чем отказ от коммутативности приводит нас к геометрии
пространства-времени, отличной от геометрии мира Минков-
ского (см. § 9.7).

Из аксиомы A1 следует, что семейство областей воздей-
ствия P = {Pa} инвариантно относительно гомеоморфизмов
группы T . Поэтому достаточно задавать одну область Pe, от-
вечающую некоторой фиксированной точке e, а остальные по-
лучать «разносом» поM с помощью группы T . Далее мы фик-
сируем точку e и будем писать P вместо Pe.
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Мы будем говорить, что область воздействия P задает в
аффинном пространстве M предпорядок, если выполняются
для системы подмножеств P = {Pa : a ∈ M} условия 1)–3)
аксиомы A1.

Если для предпорядка P дополнительно справедливо усло-
вие x 6= y влечет Px 6= Py, то будем говорить, что P задает
порядок в M.

Введем следующее обозначение: мы пишем x ¹ y тогда и
только тогда, когда y ∈ Px. Очевидно, что в случае, когда P
задает порядок в M, отношение ¹ задает частичный порядок
на множестве M.

С точки зрения физики отношение x ¹ y можно интерпре-
тировать как отношение причинности, в котором x – причина,
а y – следствие, т.е. мы констатируем наличие передачи воз-
действия (энергии–импульса) от события x к событию y.

Далее полагаем P−x ≡ {y ∈M : y ¹ x}.
Говорим, что предпорядок P – замкнутый, если P – за-

мкнутое множество; предпорядок P – открытый, если множе-
ство P \ {e} открыто. В случае, когда P – конус и P \ {e} —
открытое множество, говорим об открытом конусе.

Введем слабую аксиому Эйнштейна:

А к с и о м а A2. Для любых точек x, y ∈M таких,
что y ∈ Px, множество Px

⋂
P−y ограничено.

Аксиома A2 на языке физики говорит об ограниченности
скорости передачи воздействия.

2.3. Теорема о непрерывности
Теорема 2.1 (А.Д.Александров). Пусть выполнена аксио-
ма A1 и предположим, что области воздействия P = {Pa}
удовлетворяют аксиоме A2 и либо множество P \ {e} — от-
крытое, либо P — замкнутое с внутренними точками. То-
гда любой порядковый автоморфизм f является гомеомор-
физмом.
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Доказательство. [25, 31]. (а) Пусть P \ {e} — открытое
множество. Рассмотрим непустое множество M = (P

⋂
P−a ) \

{e, a}, где a ∈ P — некоторая точка. Очевидно, M — откры-
тое множество. Пусть x ∈ M — произвольная точка и U —
произвольная открытая окрестность точки f(x).

Положим
M1 =

⋃
{t(M) : e ∈ t(M)}.

Это центрально симметричное относительно e множество.
Его замкнутая выпуклая оболочка H также центрально сим-
метрична. Пусть b, b̃ — две взаимно симметричные крайние
точки оболочки H. Ясно, что b, b̃ ∈ M1.

Пусть t, t̃ — переносы такие, что t(b) = f(x), t̃(b̃) = f(x).
Тогда, так как точки b, b̃ — крайние, то t(M1)∩ t̃(M1) = {f(x)}.
Ввиду этого найдутся такие малые переносы τ, τ̃ ,что

f(x) ∈ τt(M1) ∩ τ̃ t̃(M1) ⊂ U. (2.1)

Из равенства f(Pu) = Pf(u) в силу биективности отображе-
ния f следует равенство f−1(Pu) = Pf−1(u) для любой точ-
ки u ∈ M. Следовательно, f−1 отображает семейство откры-
тых множеств {Ma : a ∈M} на некоторое семейство открытых
множеств {f−1(Ma) : a ∈M}. Каждое множество {f−1(Ma)}
можно представить в виде (Pb ∩ P−c ) \ {b, c} для некоторых
точек b, c, где c ∈ Pb. Следовательно, B = f−1(τt(M1)) и
B̃ = f−1(τ̃ t̃(M1)) представимы в виде объединений открытых
множеств вида (Pb ∩ P−c ) \ {b, c} , т.е. B и B̃ — открытые мно-
жества, содержащие точку x. Но тогда отношение (2.1) можно
переписать в виде

f(x) ∈ f(B ∩ B̃) ⊂ U. (2.2)

Так как x ∈ B ∩ B̃ и B ∩ B̃ — открытое множество, то
(2.2) означает непрерывность f в точке x. В силу произволь-
ности точки x отсюда следует непрерывность отображения f .
Значит, f — гомеоморфизм. Пункт (а) доказан.

(б) Пусть P — замкнутое множество с внутренними точка-
ми.
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Предположим, что множество M = (P ∩ P−a ) содержит
внутренние точки. Возьмем произвольно y ∈ M и вокруг
нее открытый шар U , настолько малый, чтобы его покрыва-
ло какое–либо множество t(M). Пусть r — радиус шара U .
Образуем множество W — пересечение всех t(M) ⊃ U . Оно
не содержит шаров, равных U (кроме самого U), так как ес-
ли U ′ — такой шар и τ — перенос от его центра к центру U ,
то τ(W ) ⊃ U и, стало быть, по определению множества W
должно быть τ(W ) = W . Но тогда W неограниченно вопреки
ограниченности M .

Итак, W не содержит шаров, равных U . Отсюда следует,
что вне концентричного U шара 2U двойного радиуса множе-
ство W не содержит открытых шаров U ′ радиусов r′ ≥ r− ε с
каким-то ε > 0.

Возьмем шар U1 радиуса r1 = ε/2, концентричный U . Опре-
делим по нему множество W1 так же, как W определено по U .

Тогда ввиду выбора r1 оказывается, что W1 ⊂ 2U . В самом
деле, пусть существует u ∈ W1 \ 2U . Тогда, так как W1 ⊂ W ,
то u ∈ W . Найдется точка z ∈ (M \ W ) ∩ S(u, r − ε), где
S(u, ρ) обозначает сферу с центром u и радиусом ρ. Пусть t
— перенос точки z в u. Но тогда t(W ) ⊃ U1 и u 6∈ t(W ), т.е.
u 6∈ W1. Получили противоречие с предположением u ∈ W1 .

Итак, W1 ⊂ 2U . Продолжая описанный процесс, получим
последовательность множеств Wn такую, что Un ⊂ Wn ⊂
2Un−1 и

⋂
n

Wn = {y}.
Теперь заметим, что так как Wn есть пересечение всех

t(M) ⊃ Un, то f−1(Wn) есть пересечение всех f−1[t(M)] ⊃
f−1(Un). Но в силу равенства f−1(Px) = Pf−1(x) множество
f−1[t(M)] имеет вид Pb ∩ P−c , где c ∈ Pb. Поэтому множества
f−1(Wn) будут компактными. Но их пересечение есть точка
x = f−1(y). Значит, какова бы ни была окрестность Ox точки
x, найдется такой номер n, что f−1(Wn) ⊂ Ox. Этим доказана
непрерывность f−1, а стало быть, и f . Пункт (б) доказан.

Теорема 2.1 доказана.

Замечание 2.1. Заметим, что в случае, когда P \ {e} от-
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крыто, множества вида Pa ∩ P−b \ {a, b} образуют базу то-
пологии, эквивалентной топологии пространства-времени M.
В случае замкнутого P с внутренними точками «интервалы»
Pa ∩ P−b (b ∈ Pa) образуют базу топологии, в общем-то, более
сильной, нежели топология пространства-времени.

2.4. Теоремы о контингенции

Определение 2.4. Пусть множество M ⊂ An. Контин-
генцией cont(M,a) множества M в точке a называется конус,
составленный из всевозможных пределов лучей l+(a, x), где
x ∈ M при стремлении x к a. Если a не является предельной
точкой множества M , то такого конуса нет. Но тогда можно
считать, что cont(M,a) = {a} — «нулевой конус».

Предложение 2.1. cont(M, a) есть замкнутое множе-
ство и

cont(M, a) = cont(M, a).
Доказательство.

Так как M ⊂ M , то, очевидно,

cont(M, a) ⊂ cont(M, a).

Докажем, что
cont(M,a) ⊂ cont(M, a). (2.3)

Если cont(M,a) = {a}, то и cont(M, a) = {a}. Пусть b ∈
cont(M, a), b 6= a.

Для доказательства соотношения (2.3) достаточно устано-
вить, что луч l = l+(a, b) содержится в cont(M, a). Задавшись
любым ε > 0, рассмотрим множество

W =
⋃

|x−b|<ε

l+(a, x).

Так как l ⊂ cont(M,a), то в W есть точки an ∈ M , сколь
угодно близкие к a. Отсюда следует, что в W есть точки
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xn ∈ M , сколь угодно близкие к a. Тем самым установили,
что l ⊂ cont(M,a). Соотношение (2.3) и предложение 2.1 до-
казаны [170].

Предложение 2.2. cont(M, a) есть замкнутое множе-
ство.
Доказательство.

В самом деле, пусть луч l+(a, x) содержится в cont(M, a).
Это означает, что

l+(a, x) = lim
n→∞

ln, (2.4)

где
ln = lim

k→∞
l(a, xkn), xkn ∈ M, lim

k→∞
xkn = a. (2.5)

Задавшись любым ε > 0, рассмотрим множество

W =
⋃

|u−x|<ε

l+(a, u).

Из (2.4), (2.5) следует, что в W есть точки xkn, сколь угод-
но близкие к a. Тем самым мы установили, что l+(a, x) ⊂
cont(M, a).

Предложение 2.2 доказано [170].

Пусть P = {Px : x ∈ An, n ≥ 2} задает порядок в аф-
финном пространстве An. Назовем направленной кривой, ис-
ходящей из точки x, образ полуоси [0,∞) при непрерывном и
монотонном (не убывающем по отношению к порядку на [0,∞)
и порядку P в An) отображении ее в An, при котором число
0 отображается в x. Очевидно, всякая направленная кривая,
исходящая из x, содержится в Px.

Следующая теорема дает информацию о «внешнем виде»
контингенции:

Теорема 2.2. Пусть P задает предпорядок в An (n ≥ 2) и
C = cont(P, e). Тогда

1) C ⊂ P и C — замкнутый выпуклый конус.
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2) Если P – замкнутое множество, удовлетворяющее ак-
сиоме A2, то C – конус с острой вершиной, совпадающий
с объединением S всех направленных кривых, исходящих из
точки e.

Доказательство. [29, 170].
Лучом контингенции C будем называть луч, исходящий из

e и содержащийся в C. Случай e /∈ P \ {e} тривиален. Считаем
далее, что e ∈ P \ {e}.

(1) Покажем, что C ⊂ P . Пусть l – луч контингенции
C; по самому определению он является пределом лучей ln =
l+(e, xn), где xn ∈ P, xn → e при n → ∞. Вместе с точкой
xn каждый луч ln содержит точки k · xn (k = 1, 2, ...), причем,
очевидно, все k ·xn ∈ P . По мере того как xn → e, точки k ·xn

сгущаются на лучах ln и их пределы образуют луч l. Но так
как все k · xn ∈ P , то l ⊂ P . Следовательно, C ⊂ P .

Докажем, что C выпукло. Пусть l1, l2 – два луча из C. По
доказанному l1, l2 ⊂ P . Так как P тоже задает предпорядок,
то при x1 ∈ l1, x2 ∈ l2 точка x1 + x2 ∈ P . Когда же x1, x2

независимо пробегают лучи l1, l2 соответственно, x1 + x2 за-
черчивает угол U между ними. Стало быть, этот угол U ⊂ P .
Но всякий луч l+(e, x) ⊂ P , очевидно, лежит в cont(P , e). По
предложению 2.1 cont(P , e) = cont(P, e) = C. Поэтому U ⊂ C,
чем выпуклость C доказана. Замкнутость C следует из пред-
ложения 2.2.

Первая часть утверждения теоремы доказана.
(2) Докажем второе утверждение. Если бы C содержало

прямую, то, ввиду выпуклости и замкнутости C, C ∩ C−, где
C− – множество точек, центрально симметричных множеству
C относительно e, тоже содержало бы прямую. В силу замкну-
тости P , P = P . Поэтому, так как C ⊂ P,C− ⊂ P−, то P ∩P−

содержит прямую, т.e. неограниченно. Это противоречит ак-
сиоме A2. Итак, C – конус с острой вершиной.

Очевидно, всякий луч, содержащийся в P , является на-
правленной кривой. Поэтому, так как C ⊂ P и, очевидно, со-
держит все такие лучи, то, стало быть, C ⊂ S. Покажем, что
и, обратно, S ⊂ C. Допустим противное, и пусть a – точка из
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S, не принадлежащая C. Пусть L – дуга направленной кривой,
проходящая из e через a, образованная точками x : e ¹ x ¹ a.

По доказанному C есть замкнутый конус с острой верши-
ной. Поэтому его можно заключить в такой замкнутый, вы-
пуклый конус K с острой вершиной e, что (i) C \ {e} содер-
жится внутри K и (j) a /∈ K. Тогда конус K имеет в e строго
опорную плоскость Q, отделяющую от K точку a.

Так как C \ {e} лежит внутри K, то, как следует из само-
го определения контингенции, существует такая окрестность
U точки e, что P ∩ U ⊂ K. Поэтому некоторый начальный
отрезок дуги L содержится в K. Но дуга L доходит до a, от-
деленной от K плоскостью Q. Поэтому L пересекает Q.

Пусть b – последняя (в смысле порядка на L) точка дуги
L, в которой L пересекает Q. Пусть L′ – часть L, заключенная
между b и a. Очевидно, L′ ⊂ Pb. Как отмечено выше, имеется
окрестность U точки e такая, что P ∩ U ⊂ K. Поэтому Pb ∩
Ub ⊂ Kb, и, стало быть, некоторый начальный отрезок дуги L′

лежит в Kb.
Плоскость Q, будучи строго опорной для K, будет тако-

вой и для Kb (поскольку b ∈ Q). Поэтому дуга L′ на началь-
ном отрезке оказывается отделенной от точки a. Но она долж-
на достигать ее и, стало быть, должна пересечь плоскость Q.
Значит, точка b не может быть последней, в которой дуга L
пересекает Q.

Полученное противоречие показывает, что a ∈ S необхо-
димо принадлежит C. Тем самым S ⊂ C. Следовательно, мы
окончательно установили, что S = C.

Теорема 2.2 доказана.

И, наконец, ответ на вопрос, чем же так хорошо множество
cont(Px, x), связанное с порядком P = {Px : x ∈ An}, дает
следующая

Теорема 2.3. Пусть f : An → An, n ≥ 2, – непрерывный
P-автоморфизм, P — замкнутый предпорядок, удовлетворя-
ющий аксиоме A2. Тогда f(Cx) = Cf(x), где C = cont(P, e), для
любой точки x ∈ An.
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Доказательство. [29]. По теореме 2.2 Cx = Sx, где Sx

– объединение всех направленных кривых, исходящих из x.
Так как f гомеоморфно, то оно сопоставляет направленные
кривые таким же кривым. Следовательно, f(Sx) = Sf(x) или
f(Cx) = Cf(x).

Теорема 2.3 доказана.

Замечание 2.2. В [170] показано, что от условия A2 в тео-
реме 2.3 можно отказаться.

2.5. Отображение конусов

Пусть Ce – конус с вершиной e в аффинном пространстве An,
т.е. Ce – это множество точек, состоящее из лучей, исходящих
из e. Полагаем C = Ce.

Предполагаем, что конус C – замкнутое выпуклое множе-
ство с острой вершиной e (т. е. C не содержит прямой).

Теорема 2.4 (А.Д.Александров). Если C 6= L × K, где L –
луч с началом e, а K – конус, L ∩K = {e}, то любой гомео-
морфизм f : An → An(n ≥ 2) – такой, что f(Cx) = Cf(x)

будет аффинным преобразованием.

Доказательство. [29, 19].
(А) Пусть y ∈ ∂Cx, y 6= x. Определим множество

Txy =
⋃

x∈Cz, y∈∂Cz

Cz.

Множество Txy состоит из лучей, выходящих y и проходящих
через все точки, принадлежащие Cx. Если замыкание T xy есть
полупространство, то ∂Txy есть касательная плоскость к Cx в
точке y. В общем, T xy есть выпуклый конус с вершиной y и
содержащий прямую, проходящую через x и y. Пусть Rxy –
максимальная плоскость, проходящая через y и содержащаяся
в T xy. Для пары точек x′, y′ имеем Tx′y′ = Txy тогда и только
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тогда, когда x′, y′ ∈ Rxy. Поэтому Rxy есть множество всех x′,
для которых существует y′ такая, что Tx′y′ = Txy.

Благодаря данному представлению множеств Txy отобра-
жение f преобразует их в самих себя. Следовательно, f пре-
образует плоскости Rxy в такие же плоскости с сохранением
размерности. В частности, f преобразует касательные плоско-
сти Rxy = ∂Txy в касательные.

(Б) Возьмем n касательных к C плоскостей Ti, ограничи-
вающих n-гранный телесный угол We. Так как f переводит
касательные плоскости в касательные и параллельные – в па-
раллельные, то и ребра углов Wx переходят в параллельные
ребра углов Wf(x). Возьмем какое-либо ребро λ угла W . Ко-
нус C имеет касательные плоскости, отличные от Ti, ибо иначе
C = W и получили противоречие с условием C 6= L ×K. Все
такие касательные плоскости не могут проходить через ребро
λ, так как иначе вновь имели бы C = L×K. Поэтому имеется
касательная плоскость T , но проходящая через ребро λ и от-
личная от противоположной ему плоскости Ti. Значит, кроме
λ есть еще хотя бы одно ребро λ1, не содержащееся в T . Плос-
кость Q, натянутая на λ, λ1, пересекает T по прямой l = Q∩T .
Таким образом, мы имеем на Q три семейства прямых, парал-
лельных соответственной, λ, λ1 и l. При отображении f пря-
мые, параллельные λ, λ1, переходят в параллельные. Поэтому
плоскости Qx переходят в параллельные, и касательные плос-
кости Tx тоже переходят в параллельные, так что прямые {lx}
переходят в параллельные прямые.

Таким образом, плоскость Q отображается на некоторую
плоскость Q′ так, что семействам {λx}, {λ1x}, {lx} отвечают
семейства параллельных прямых. Так как f непрерывно, то f
аффинно отображает Q на Q′ (см., например, теорему 9.3).

Следовательно, f аффинно на ребре λ и на всей прямой,
идущей вдоль него. Ребро λ было взято произвольно, поэтому
f аффинно на прямых, проходящих вдоль ребер угла W . Это
же верно для ребер углов Wx. Беря теперь систему координат
с осями по ребрам угла W , убеждаемся, что f аффинно на An.

Теорема 2.4 доказана.
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Теорема 2.5 (А.Д.Александров). Пусть C = L1 × ...Lp ×K,
где K 6= L ×K1, K, K1 – конусы, a L1, ..., Lp, L – лучи. Тогда
всякий гомеоморфизм f : An → An(n ≥ 2) такой, что f(Cx) =
Cf(x), представим в виде

f = f0 ◦ d1 ◦ ... ◦ dp, (2.6)

где f0 – аффинное преобразование, a di – суть смещения dEiLi ,
являющиеся гомеоморфизмами An на себя. При этом f(C)
всегда является аффинным образом C и в (2.6) допустимы
любые di = dEiLi , а порядок, в котором стоят di в (2.6), без-
различен.
Доказательство. [29].

Каждый луч Li в разложении

C = L1 × ...Lp ×K (2.7)

является ребром конуса C и служит пересечением всех ка-
сательных плоскостей, кроме Ei, противоположной Li. При
отображении f касательные плоскости переходят в касатель-
ные (см. доказательство теоремы 2.4). Поэтому f(Li) будет
также ребром конуса Cf(e). Плоскость E, натянутая на конус
K, является пересечением плоскостей Ei. Поэтому она отоб-
ражается в плоскость (а параллельные ей плоскости Ex – в
параллельные).

В плоскости E мы имеем систему конусов {Kx}, которые
отображаются в конусы, совмещаемые переносами. По усло-
вию, K 6= L×K1, поэтому, по теореме 2.4, f аффинно на E.

Отсюда вытекает, что существует такое аффинное отоб-
ражение f0 : An → An, которое переводит C в Cf(e) и при-
том так, что для каждого ребра Li f0(Li) = f(Li), а также
f0(K) = f(K), причем на E f0 совпадает с f .

Поэтому, полагая f−1
0 ◦ f = h, имеем

h(C) = C, h(Li) = Li(i = 1, ..., p), h(E) ≡ E, (2.8)

т.е. h тождественно на E.



78 Глава 2. ПРИЧИННАЯ ТЕОРИЯ МИРА СОБЫТИЙ

То же, конечно, получается для любого конуса Cx, с той
разницей, что h(Cx) = Ch(x) и т.п.

Пусть d1 – отображение dE1L1 , совпадающее с h на прямой
N1, содержащей луч L1. Тогда отображение d−1

1 ◦h тождествен-
но на N1, и, кроме того, для него будут выполнены соотноше-
ния, аналогичные (2.8) (потому, что d1(C) = t(C), но перенос
t – тождественный, так как вершина e конуса C неподвижна
при h, а стало быть, и при выбранном d1).

Отображение d−1
1 равносильно для каждого конуса Cx его

переносу, так что соотношения, подобные (2.8), выполняются
при d−1

1 ◦h для любого Cx. Но d−1
1 ◦h тождественно на N1 ⊃ L1

и соответственно сводится к переносу на всех параллельных ей
прямых N1x.

Теперь положим d−1
1 ◦h = h1; определим по h1 смещение d2

аналогично тому, как d1 было определено по h: d−1
2 совпадает

с h1 на прямой N2 ⊃ L2.
Продолжая этот процесс, придем к отображению hp =

d−1
p ◦ ... ◦ d−1

1 ◦ h, тождественному на всех прямых N1, ..., Np

и сводящемуся, самое большое, к переносам на параллельных
им прямых Nix. Но h тождественно на K и сохраняет те же
прямые Ni и, самое большое, перепосит Nix.

Отсюда следует, что hp тождественно на всем An. Поэтому,
вспоминая, что h = f−1

0 ◦f , получаем d−1
p ◦...◦d−1

1 ◦f−1
0 ◦f = hp

– тождественное. Отсюда f = f0 ◦d1 ◦ ...◦dp, что и требовалось
доказать.

Теорема 2.5 доказана.

2.6. Конусы с транзитивной группой

Световой конус в теории относительности, как известно, явля-
ется эллиптическим. Следовательно, возникает задача поиска
условий, которые позволят нам выделить эллиптические кону-
сы среди выпуклых конусов и даже, что было бы еще интерес-
нее, среди всевозможных конусов в аффинном пространстве
An. Такие дополнительные условия или гипотезы о структу-
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ре пространства-времени обнаруживаются без каких-либо за-
труднений и издавна постулировались в классической физи-
ке. Речь идет о предположениях об однородности мира в про-
странстве и во времени, а также об изотропности простран-
ства.

Математически это приводит к идее изучить, как устрое-
ны все однородные конусы, т.е. конусы, на которых действует
транзитивно некоторая группа преобразований [6], [56] [95].

Пусть C – конус в аффинном пространстве An (n ≥ 2) в
смысле § 0.2.4.

Обозначим через G группу всех биективных отображений
An на себя, сохраняющих семейство конусов {Cx : x ∈ An},
т.е. если f ∈ G, то f(Cx) = Cf(x) для любой точки x ∈ An, и
удовлетворяющих условию f(e) = e.

А к с и о м а T . Группа G действует транзитивно
на C, т.е. для любых x, y ∈ C \ {e} существует
f ∈ G такая, что f(x) = y.

Теорема 2.6 [21]. Если C есть (n − 1)-мерное замкнутое
множество, содержащееся в полупространстве и отличное
от плоскости, то при выполнении аксиомы T конус C яв-
ляется эллиптическим, a G однородной группой Лоренца (с
подобием).

В случае выпуклого поверхностного конуса C эта теорема
была доказана в 1967 г. Буземаном [260, c.34].

Теорема 2.7 [21]. Пусть выполнена аксиома T и C такой
конус с острой вершиной e, что An \ C – несвязное множе-
ство и одно из множеств C \ {e}, An \C имеет не более чем
счетное число связных компонент. Тогда C – эллиптический
конус, a G – однородная группа Лоренца (с подобием).

Теорема 2.8 [21]. Пусть выполнена аксиома T и конус C
имеет острую вершину e и содержит внутренние точки. То-
гда:
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1) C – выпуклый конус и C \ {e} – открытое множество;
2) конус C будет эллиптическим, а группа G – однородной

группой Лоренца (с подобием), если выполнено одно из следу-
ющих двух условий:

а) ∂C – гладкая поверхность (кроме точки e);
б) сечение ∂C плоскостью, пересекающей все образую-

щие, содержит хотя бы одну такую точку, что это сече-
ние имеет соприкасающийся параболоид (не вырождающийся
в цилиндр).

Замечание 2.3. В предположении выпуклости конуса C
теорема 2.8 доказана Буземаном [260, c.38].

2.7. Аксиоматики А.Д. Александрова
Изложим систему аксиом, содержащуюся в работе А.Д. Алек-
сандрова «К основаниям геометрии пространства-времени»
[31, 32].

Пусть Ga – группа всех биекций g пространстваM на себя,
обладающая свойствами: g(a) = a и g(Px) = Pg(x) для любой
точки x ∈M.

А к с и о м а A3. Для любых точек x, y ∈ ∂Pa \ {a}
существует биекция g ∈ Ga такая, что g(x) = y.

А к с и о м а A4. Для любых точек x, y ∈ int(Pa) =
Pa \ ∂Pa существует биекция g ∈ Ga такая, что
g(x) = y.

А к с и о м а A5. int(P ) 6= ∅.

Аксиомы A3 и A4 представляют собой требования макси-
мальной однородности и изотропности пространства-времени.

Теорема 2.9 (А.Д.Александров, [31]) . Пусть выполняются
аксиомы A1, A2, A3, A4, A5. Тогда P – замкнутый либо откры-
тый эллиптический конус, a Ge – однородная группа Лоренца
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с растяжениями, т.е. существует декартова система коор-
динат x0, x1, x2, x3 в M такая, что либо

P =

{
(x0, x1, x2, x3) ∈M : x2

0 −
3∑

α=1

x2
α ≥ 0, x0 ≥ 0

}
,

либо

P =

{
(x0, x1, x2, x3) ∈M : x2

0 −
3∑

α=1

x2
α > 0, x0 > 0

}
∪ {e},

где точка e имеет координаты (0, 0, 0, 0), a Ge есть прямое
произведение группы линейных однородных преобразований,
сохраняющих форму x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3, за исключением преоб-

разования x′0 = −x0, и группы подобий x′i = λxi (i = 0, 1, 2, 3),
где λ > 0 – произвольное число.
Доказательство.

(а) Из A2, A4 следует, что e ∈ P \ {e}. В самом деле, по
A5 int(P ) 6= ∅. Пусть a ∈ int(P ). Тогда, если точка b такова,
что

−→
eb = 2−→ea, то a ≺ b, b ∈ int(P ). По A4 найдется g ∈ Ge

такое, что a = g(b); следовательно, g(b) ≺ b и gn+1(b) ≺ gn(b).
Из A2 вытекает существование сколь угодно близких одна к
другой точек gn(b), gm(b). Поэтому есть сколь угодно близкие
к e точки x ∈ P \ {e}.

(б) Отображения из Ga непрерывны. В самом деле, из A3

следует, что либо Pa = Pa, либо int(Pa) = Pa \ {a}. Но тогда
утверждение пункта (б) вытекает из A5 и теоремы о непре-
рывности 2.1 (§ 2.3).

(в) Пусть C = cont(P, e). По теореме 2.3 g(Ca) = Ca для
любой точки a ∈ M и любого преобразования g ∈ Ga. Либо
C лежит в k-мерной плоскости, где k < 4, либо int(C) 6= ∅.
В первом случае получаем противоречие с аксиомами A3, A4,
A5. Поэтому int(C) 6= ∅.

(г) Все g ∈ Ga аффинны. Действительно, g сохраняет се-
мейство замкнутых выпуклых конусов {Ca : a ∈ V }, имеющих
острую вершину. Поэтому либо g аффинно по теореме 2.4, ли-
бо C – квазицилиндр и g = g0 ◦ d1 ◦ ... ◦ dp, где g0 – аффинное
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преобразование, a di(i = 1, ..., p) – смещения, по теореме 2.5. Во
втором случае, повторяя рассуждения, изложенные в пунктах
6.3-6.8 из [29], мы убеждаемся, что либо g аффинно, либо P –
квазицилиндр. Но P не может быть квазицилиндром благода-
ря аксиоме A3. Поэтому g аффинно.

(д) Покажем, что P a = Ca и Ca – эллиптический конус.
Тем самым будет доказана теорема. Пусть Ka – конус, проек-
тирующий Pa из точки a. Из (г) следует, что g(Ka) = Ka для
g ∈ Ga. Если Ka 6= Ca, то, добавляя к Ga подобия с центром
a, получаем аффинную группу, транзитивную на Ka \Ca. Но,
как нетрудно видеть, такой группы быть не может. Поэтому
Ka = Ca, откуда Pa = Ca. Но тогда Ga действует транзитивно
на ∂Ca и по теореме 2.7 Ca является эллиптическим копусом.

Теорема 2.9 доказана.

Таким образом, геометрия Минковского может быть акси-
оматизирована с помощью группы аксиом 〈A1, A2, A3, A4, A5〉.
Но эта аксиоматика не единственно возможная. Для того что-
бы сформулировать другие, введем следующие условия:

D1. Pa не содержит луча с началом a, сохраняе-
мого группой Ga.
D2. Существуют точка b ∈ Pa и отображение
g ∈ Ga такие, что g(b) ∈ Pb.
D3. a ∈ Pa \ {a}.
D4. Либо Pa \ {a} открыто, либо Pa замкнуто, но
int(Pa) 6= ∅.
D5. Для любой точки b ∈ ∂Pa множество ∂Pa ∩
∂P−b содержится в прямой или линейно упорядо-
чено в предпорядке, задаваемом P.

Теорема 2.10 (А.Д.Александров, [31, 32]). Геометрия мира
Минковского аксиоматизируется с помощью любого из сле-
дующих наборов аксиом:

< A1, A2, A3, D1, D2 >, < A1, A2, A3, D1, D3 >,
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< A1, A2, A4, D4, D5 > .

(Доказательство этой теоремы не было опубликовано).

Приведем в заключение этого параграфа интересную тео-
рему, принадлежащую А.Д.Александрову [31].

Теорема 2.11. Пусть выполнены аксиомы 〈A1, A2, A3, A5,
D3〉. Тогда в некоторых декартовых координатах x1, x2, x3, x4

множество P задается либо соотношением

x4 ≥ rp, r =

√√√√
3∑

i=1

x2
i , 0 < p ≤ 1,

либо x4 > rp с добавлением точки e = (0, 0, 0, 0). При p = 1
справедливо утверждение теоремы 2.9, а при p < 1 груп-
па Ge порождается преобразованиями вида x′4 = λpx4, x′i =
λxi (i = 1, 2, 3) и ортогональными преобразованиями с неиз-
менным x4.

2.8. Аксиоматика Г. Буземана
В работе [260] Г.Буземан построил теорию времениподобных
G-npoстранств. Частным случаем этой теории являются вре-
мениподобные пространства Минковского, имеющие прямое
отношение к аксиоматической теории относительности. Време-
ниподобное пространство Минковского – это непустое множе-
ство F , для которого помимо аксиомы A1, где предполагается,
что P = {Pa} задают порядок в M, выполняются следующие
аксиомы.

А к с и о м а B1. Множество (≺) всех пар (x, y)
в M×M таких, что x ≺ y открыто в M×M,
и каждая окрестность Uz данной точки z содер-
жит точки x, y с x ≺ z и z ≺ y.
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А к с и о м а B2. На множестве (¹) пар (x, y) та-
ких, что x ¹ y, определена непрерывная функция
ρ : (¹ ) → [0,+∞), удовлетворяющая условиям

ρ(x, x) = 0, ρ(x, y) > 0 для x ≺ y

и
ρ(x, y) + ρ(y, x) ≤ ρ(x, z) для x ≺ y ≺ z

и инвариантная относительно действия груп-
пы T 2.

А к с и о м а B3. Если xn ¹ yn, xn → x, yn → y и
неверно, что x ¹ y, то ρ(xn, yn) → 0.

А к с и о м а B4. Если xn → a, zn → a и ρ(xn, yn) +
ρ(yn, zn) = ρ(xn, zn), то yn → a.

А к с и о м а B5. Если a ≺ b, то точка x такая, что
ρ(a, x)+ρ(x, b) = ρ(a, b), существует, и замыкание
всех таких x есть компактное множество.

А к с и о м а B6. Каждая точка a имеет окрест-
ность Ua такую, что для x, y ∈ Ua с x ≺ y суще-
ствуют точки u и v такие, что ρ(u, x)+ρ(x, y) =
ρ(u, y) и ρ(x, y) + ρ(y, v) = ρ(x, v).

А к с и о м а B7. Если ρ(u1, x) + ρ(x, y) = ρ(u1, y) и
ρ(u2, x) + ρ(x, y) = ρ(u2, y) и ρ(u1, x) = ρ(u2, x), то
u1 = u2. Если ρ(x, y) + ρ(y, v1) = ρ(x, v1) и ρ(x, y) +
ρ(y, v2) = ρ(x, v2) и ρ(y, v1) = ρ(y, v2), то v1 = v2.

Положим
C = {x ∈M : ρ(e, x) > 0}.

Тогда C есть выпуклый открытый конус в M c вершиной e
[260, c.30].

2См. аксиому A1.
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Обозначим через Γ группу движений пространстваM, при-
чем под движением ϕ понимаем гомеоморфизм M на себя
такой, что x ≺ y тогда и только тогда, когда ϕ(x) ≺ ϕ(y)
и ρ(ϕ(x), ϕ(y)) = ρ(x, y). Группа Γ действует дважды тран-
зитивно на M, если для данных x ≺ y и a ≺ b таких, что
ρ(x, y) = ρ(a, b) существует движение ϕ, переводящее x в a и
y в b. Через Γe обозначим подгруппу движений, оставляющих
точку e неподвижной.

Теорема 2.12 (H.Busemann, [260]). Конус ∂C во временипо-
добном пространстве Минковского является эллиптическим,
если одно из следующих условий а), б) выполняется.

а) Подгруппа Γe транзитивна на множестве образующих
конуса C.

б) Группа движений Γ дважды транзитивна, и сечение
конуса C гиперплоскостью, не проходящей через e, обладает
эйлеровой точкой 3 с неисчезающей гауссовой кривизной.

При любом из названных условий а), б) пространство не
обязано быть лоренцевым, т.е. в подходящих аффинных коор-
динатах x1, x2, x3, x4 функция ρ не обязана иметь вид

ρ(x, y) = [(x4 − y4)2 −
3∑

i=1

(xi − yi)2]1/2.

Соответствующие примеры приведены в [260, c.42,43].
Дело здесь в том, что группа движений Γ в подходе Бузе-

мана может быть лишь некоторой подгруппой неоднородной
группы Лоренца. Вся группа Лоренца получается, например,
следующим образом. Группа движений Γ действует трижды
транзитивно на M, если для данных x ≺ y ≺ z, x′ ≺ y′ ≺ z′ с
ρ(x, y) = ρ(x′, y′), ρ(x, z) = ρ(x′, z′), ρ(y, z) = ρ(y′, z′) найдется
движение ϕ такое, что ϕ(x) = x′, ϕ(y) = y′, ϕ(z) = z′.

Теорема 2.13 (H.Busemann, [260]). Времениподобное про-
странство Минковского с трижды транзитивной группой
движения является лоренцевым.

3В точке Эйлера существует соприкасающийся параболоид [260].
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Следовательно, если через Tr обозначить требование три-
жды транзитивного действия группы Γ наM, то теорема 2.13
говорит нам о том, что геометрия пространства-времени ха-
рактеризуется системой аксиом 〈A1, B1 −B7, T r〉.

2.9. Лоренцевы и галилеевы
кинематики Р.И. Пименова

Одно из интересных направлений аксиоматического построе-
ния геометрии пространства-времени развивалось Р.И.Пиме-
новым [190]. Идеи Пименова охватывают не только случай
геометрии Минковского, но главным образом нацелены на со-
здание аксиоматической теории искривленного пространства-
времени. Здесь же мы приведем лишь один результат, касаю-
щийся аксиоматизации специальной теории относительности.

Предполагаем, что справедлива аксиома A1, причем P за-
дает порядок на пространстве-времени M.

А к с и о м а Π1. Область воздействия Pa есть
открытый конус в пространстве M.

Говорим, что имеем кинематику, если справедлива система
аксиом 〈A1, Π1〉.

Галилеева кинематика представляет собой такую кинема-
тику, в которой для любого x ∈ M справедливо одно из трех
отношений: x ≺ e, e ≺ x или x ∈ P \ {e} и e ∈ Px \ {x}.

Лоренцева кинематика определяется как кинематика, для
которой в подходящих аффинных координатах x1, x2, x3, x4

e = (0, 0, 0, 0),

P = {(x1, x2, x3, x4) : x2
4 − x2

1 − x2
2 − x2

3 > 0, x4 > 0} ∪ {e},
а отношение порядка вводится формулой

x ≺ x′ ⇔ x′4 − x4 >

√√√√
3∑

i=1

(x′i − xi)2.
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Назовем допустимым репером в кинематике 〈M,¹〉 следую-
щий объект: (a, α1, α2, α3, α4), где a ∈ M – точка; α1 – луч
{x : x = a + λa1, λ > 0} при условии, что a1 Â e или a1 ≺ e;
α2 – полуплоскость {x : x = a + µa1 + λa2, λ > 0}; ...; α4 –
полупространство {x : x = a +

∑3
i=1 µiai + λa4, λ > 0}, где

a1, a2, ..., ak входят в определение αk.
Обозначим через G множество всех P-автоморфизмов про-

странства M на себя. Очевидно, G – группа.

А к с и о м а Π2. Группа G действует просто тран-
зитивно на множесте всех допустимых реперов.

Теорема 2.14 (Р.И.Пименов). Пусть выполнены аксиомы
〈A1, Π1,Π2〉. Тогда кинематика 〈M,¹〉 есть либо галилеева,
либо лоренцева ([190, c.49]).

2.10. Неточно измеренная причин-
ность влечет группу Лоренца

Как известно, в реальной жизни измерения никогда не бывают
точными. Более того, соотношения неопределенности Гейзен-
берга, установленные в квантовой механике, говорят о том,
что бо́льшая точность при измерении одной физическое вели-
чины достигается за счёт бо́льшей ошибки при измерении дру-
гой величины. Последнее свойство можно описать с помощью
«функции точности» h(t), удовлетворяющей условию h(t) → 0,
когда t → +∞.

Если с помощью некоторой процедуры измерения выявля-
ется событие, которое является следствием события a, то в
действительности результатом будет названо (измеренное) со-
бытие b, которое подменяет событие b′, действительно являю-
щееся следствием события a.

С другой стороны, если процедура измерения, целью ко-
торого было нахождение следствия события a, определяло с
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ошибкой событие b, которое должно было бы быть следстви-
ем события a, но это не было твердо установлено, т.е. не бы-
ло найдено событие b′, являющееся следствием события a, то
естествено не считать измеренное событие b следствием собы-
тия a.

Эти соображения были положены В.Я.Крейновичем в осно-
вание понятия измеренной причинности. Вопрос, на который
надо было найти ответ, заключался в проверке лоренцевости
преобразований, сохраняющих отношение измеренной причин-
ности.

Для двух точек a = (a1, a2, a3, a4) и b = (b1, b2, b3, b4) в
пространстве A4 пишем a ≺ b, если

b4 > a4 и b4 − a4 ≥
√

(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 + (b3 − a3)2.

Положим

d(a, b) =
√

(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 + (b3 − a3)2 + (b4 − a4)2.

Определение 2.5. Пусть дана функция h : (0, +∞) →
(0, +∞) такая, что h(t) → 0, когда t → +∞. Говорим, что
множество C ⊂ A4 × A4 – это измеренная причинность, если
выполнены следующие условия:

1) если (a, b) ∈ C, то существует b′ такая, что a ≺ b′ и
d(b, b′) ≤ h(d(a, b));

2) если (a, b) /∈ C, то существует b′ такая, что ¬(a ≺ b′) и
d(b, b′) ≤ h(d(a, b)).

Теорема 2.15 (В.Я.Крейнович, [147]). Пусть C ⊂ A4 × A4

– измеренная причинность, f : IR4 → IR4 биективное непре-
рывное отображение такое, что f−1 также непрерывно и
(a, b) ∈ C тогда и только тогда, когда (f(a), f(b)) ∈ C. В та-
ком случае f аффинно. Более того, f композиция преобразо-
вания Лоренца, переноса и подобия.



Глава 3

ИНТЕРАКТИВНАЯ
ТЕОРИЯ МИРА
СОБЫТИЙ

Теория относительности – это физическая теория, важнейшим
постулатом которой считается принцип относительности.

Принцип относительности, как он был сформулирован в
работах Пуанкаре, говорит о том, что любые физические за-
коны, касающиеся механических перемещений или электро-
магнитных явлений, имеют одинаковую формулировку как
для неподвижного наблюдателя, так и для наблюдателя,
увлекаемого равномерным поступательным движением. Поз-
же этот принцип был распространён на все физические явле-
ния. Следовательно, принцип относительности подразумева-
ет, что уравнения, описывающие физические законы, будучи
выраженными через (аффинные) координаты1 в различных
инерциальных системах отсчёта, имеют один и тот же вид [166,
c.11].

1Термин «координаты» понимается в смысле пространственных и вре-
менных координат.
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Под инерциальной системой отсчёта понимается система
отсчёта, в которой выполняется первый закон Ньютона, т.е.
движение тел, не находящихся под действием внешних сил, –
такое движение называется свободным – происходит с посто-
янной скоростью. Если использовать математический язык,
то мировая линия тела, находящегося в свободном движении,
является прямой линией.

Пусть даны две инерциальные системы отсчёта с заданны-
ми в них соответственно координатами (x, y, z, t) и (x′, y′, z′, t′).
Естественно поинтересоваться, как связаны математически
эти координаты? Известно, что это преобразования Лоренца.
Иначе говоря, переход от одной инерциальной системы отсчёта
к другой осуществляется с помощью преобразований, образу-
ющих группу Лоренца.

Исторически это было выяснено, благодаря тому что урав-
нение распространения света имеет вид

1
c2

(
∂ω

∂t

)2

−
[(

∂ω

∂x

)2

+
(

∂ω

∂y

)2

+
(

∂ω

∂z

)2
]

= 0

и инвариантно относительно группы Лоренца, т.е. сохраняет
свой вид, если в нем заменить координаты (x, y, z, t) на коор-
динаты (x′, y′, z′, t′), используя для этого преобразования Ло-
ренца. Но как раз это и подразумевает принцип относитель-
ности. Поэтому принцип относительности часто формулируют
как требование инвариантности уравнений, выражающих фи-
зические законы, относительно группы Лоренца.

Сказанное вызывает у математика желание выявить тот
единственный физический закон, одинаковая запись которого
в разных инерциальных системах отсчета позволит вычислить
группу Лоренца. Фактически это означает, что принцип отно-
сительности в его универсальной форме применимости к лю-
бым физическим явлениям как постулат, положенный в осно-
вание теории относительности, отбрасывается и применяется
только к одному единственному физическому закону. Но та-
кое жесткое сужение принципа относительности означает на
деле полный отказ от него. И если удастся определить группу
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Лоренца на основе инвариантности одного физического зако-
на, то можно будет сказать, что теория относительности как
аксиоматическая теория не нуждается в такой аксиоме как
принцип относительности.

Именно это было сделано в работе А.Д.Александрова и
В.В.Овчинниковой [6]. Их основной результат выражается в
фразе: «Закон постоянства скорости света влечет группу Ло-
ренца».

3.1. Теорема Александрова-
Овчинниковой

В этом параграфе кратко излагается основное математическое
содержание статьи А.Д.Александрова и В.В.Овчинниковой
«Замечания к основам теории относительности» (1953). В ука-
занной работе доказывается, что для вывода преобразований
Лоренца достаточно требования, что закон постоянства
скорости света выражается в одинаковой форме в любой
инерциальной системе отсчёта. И нет никакой необходимо-
сти в принципе относительности, который говорит о том, что
любые физические законы, касающиеся механических пере-
мещений или электромагнитных явлений, имеют одинаковую
формулировку.

Было также показано, что требования линейности и даже
непрерывности преобразований, связывающих две инерциаль-
ные системы отсчёта, оказываются лишними.

Таким образом, благодаря результату А.Д.Александрова и
В.В.Овчинниковой можно сказать, что ядро теории относи-
тельности – группа Лоренца появляется в теории как след-
ствие инвариантности закона постоянства скорости света отно-
сительно группы биекций пространства-времени, а затем сам
принцип относительности вводится в теорию как требование
уделять особое внимание к тем явлениям, формулировка кото-
рых, записанная в некоторой инерциальной системе отсчёта,
является инвариантной относительно группы Лоренца.
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Для того чтобы результат А.Д.Александрова и В.В.Овчин-
никовой стал фактом, существенным является предположение
о существовании как минимум двух инернциальных систем от-
счёта. Между ними и осуществляются преобразования, кото-
рые, как выясняется при доказательстве теорем, являются об-
щими лоренцевыми преобразованиями.

Важна при этом форма, в которой формулируется закон
постоянства скорости света в инерциальной системе отсчёта.

Известно, что в инерциальных системах отсчёта, т.е. в си-
стемах остчета, в которых справедлив первый закон Ньютона
[211], свет распространяется во все стороны с одинаковой ско-
ростью. Cледовательно, если r означает расстояние от источ-
ника, а t – время, то

r = c(t− t0), (3.1)

где c – скорость света.
Это и есть закон постоянства скорости света.
Евклидовость пространства равносильна существованию

такой декартовой системы координат, в которой

r =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2. (3.2)

Если такая система координат в пространстве может быть вве-
дена в системе отсчета, где имеет место закон (3.1), то соеди-
нение (3.1) и (3.2) дает формулу:

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = c(t− t0). (3.3)

Таким образом, вывод преобразований Лоренца может ос-
новываться или на законе постоянства скорости света в виде
формулы (3.1), или на этом же законе в форме (3.1) и на пред-
положении об евклидовости пространства, выраженном фор-
мулой (3.2), т.е. на формуле (3.3).

Пропорциональное изменение масштабов пространствен-
ных и временных координат, т.е. подобие, очевидно, не на-
рушает формулы (3.1), выражающей закон распространения
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света2. Поэтому, естественно, мы должны были включить в
общее преобразование Лоренца умножение всех координат на
любой общий множитель.

В теории относительности нет преимущественных, выде-
ленных в силу общих законов, единиц длины и времени, но
в отличие от классической теории в ней есть преимуществен-
ная, выделенная в силу общих законов, скорость – скорость
света c. Поэтому здесь допустимы только пропорциональные
изменения масштабов для пространственных и временных ко-
ординат, тогда как в классической теории единицы времени
можно менять независимо.

Непропорциональные изменения масштабов длин и време-
ни ведут к изменению фундаментальной постоянной c.

Далее, если исходить из требования неизменности форму-
лы закона распространения света в виде (3.3), то, так как сле-
ва здесь стоит расстояние, которое всегда больше нуля, из-
менение знака времени невозможно. Иными словами, общие
преобразования Лоренца, сохраняющие формулу (3.3), не до-
пускают перестановки прошедшего и будущего.

Однако вместо формулы (3.3) всегда пишут

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 − c2(t− t0)2 = 0. (3.4)

Само собой ясно, что проделанное здесь возведение в квадрат
влечет возможность изменения знака времени.

В четырехмерной геометрической интерпретации, о кото-
рой говорилось в начале параграфа, уравнения (3.3) опреде-
ляют не полные конусы, а только половины полных конусов,
обращенные отверстием в сторону положительных значений
координаты t. Уравнения же (3.4) определяют полные кону-
сы, которые мы называем двойными конусами.

Итак, предполагая, что справедлив закон постоянства
скорости света либо в форме (3.3), либо форме (3.4),

2В геометрии Лобачевского это не так, поскольку там нет подобия фи-
гур и существуют отрезки, выделенные по своим геометрическим свой-
ствам (например, сторона правильного треугольника с суммой углов, рав-
ной 90o), подобно тому как прямой угол или радиан выделены по своим
геометрическим свойствам.
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А.Д.Александровым и В.В.Овчинниковой были доказаны сле-
дующие теоремы.

Теорема 3.1 Взаимно однозначное преобразование про-
странства IR4 на себя, переводящее каждый конус√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = c(t− t0) (1)

в такой же конус, есть общее преобразование Лоренца.

Теорема 3.2. Взаимно однозначное преобразование про-
странства IR4 на себя, переводящее каждый двойной конус

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 − c2(t− t0)2 = 0

в такой же, есть общее преобразование Лоренца с возмож-
ным добавлением изменения знака координаты t.

Вместо закона постоянства скорости света (3.1) можно при-
нять за основу закон ограниченности скоростей: всякое воз-
действие распространяется не быстрее света, чем с некото-
рой скоростью c.

Этот закон можно выразить в соответствующих координа-
тах неравенством:√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 ≤ c(t− t0). (3.5)

Геометрически неравенство (3.5) определяет в четырехмерном
пространстве телесный конус. Справедлива теорема

Теорема 3.3. Взаимно однозначное преобразование про-
странства IR4 на себя, переводящее каждый телестный ко-
нус √

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 ≤ c(t− t0)
в такой же, есть общее преобразование Лоренца.

Таким образом, закон ограниченности скоростей (3.5)
вполне может быть положен в основу теории относительно-
сти вместо закона постоянства скорости света (3.1). Этот за-
кон, будучи сформулирован в ином виде, для полных телесных
конусов, называемых нами также двойными телесными кону-
сами, приводит к следующей теореме.
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Теорема 3.4 Взаимно однозначное преобразование про-
странства IR4 на себя, переводящее двойной телесный конус

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 ≤ c2(t− t0)2

в такой же, есть общее преобразование Лоренца с возмож-
ным добавлением изменения знака координаты t.

3.2. Отображение семейств эллипти-
ческих конусов

Пусть An — аффинное пространство (n ≥ 3) и x1, x2, . . . , xn —
декартовы координаты в An. Обозначим через x2 квадратич-
ную форму:

x2 ≡ xn
2 −

n−1∑

i=1

xi
2.

Под преобразованием Лоренца понимаем линейное биектив-
ное преобразование, сохраняющее форму x2 с точностью до
параллельных переносов.

Для пары точек x, y ∈ An рассмотрим три симметричных
отношения:

(I) (x− y)2 = 0, (II) (x− y)2 ≥ 0, (III) (x− y)2 > 0

и три соответствующих антисимметричных отношения
(I+)− (III+), полученные из (I)− (III) добавлением условия
xn ≤ yn.

Теорема 3.5. Если биективное отображение f : An → An

и его обратное f−1 сохраняют одно из шести отношений
(I)− (III+), то f есть преобразование Лоренца с точностью
до подобия.

Переформулируем эту теорему в терминах конусов. Опре-
делим множества:
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(1) Cx = {y : (x− y)2 = 0} — поверхностный двойной конус
с вершиной x;

(2) Kx = {y : (x− y)2 ≥ 0} — телесный замкнутый двойной
конус;

(3) Qx = {y : (x − y)2 > 0} — телесный открытый двойной
конус.

Добавляя условие xn ≤ yn, мы определим множества:
(1+) Cx

+ — поверхностный одинарный конус с вершиной x;
(2+) Kx

+ — телесный замкнутый одинарный конус;
(3+) Qx

+ — телесный открытый одинарный конус.
Условие сохранения отображениями f и f−1 отношений

(I)− (III+) эквивалентно условию f(Mx) = Mf(x), где Mx —
одно из шести множеств Cx,Kx, . . . , Qx

+.
Тогда теорема 3.5 примет вид:

Теорема 3.5a. Если биективное отображение f : An →
An (n ≥ 3) удовлетворяет условию f(Mx) = Mf(x) для лю-
бой точки x ∈ An, где Mx — множество одного из шести
указанных типов (1) − (3+), то f есть преобразование Ло-
ренца с точностью до подобия.

Физическое содержание теоремы 3.5. Отношения
(I+)− (III+) и (I) -(III) можно интерпретировать как суще-
ствование соответственно воздействия и связи между собы-
тиями x и y, происходящих посредством: (I) прямого распро-
странения света; (II) распространения света и механическим
образом (т.е. посредством посылки частицы с ненулевой мас-
сой покоя от x к y либо от y к x); (III) механическим путем
либо с помощью отраженного света.

В случаях (I+)− (III+) мы говорим о воздействии x на y,
подчеркивая тем самым причинный характер рассматривае-
мого отношения между событиями x и y.

Рассмотрение отношений (I)− (III+) связано с существо-
ванием инерциальных систем отсчета. Инвариантность отно-
шений относительно биекций пространства-времени M выра-
жает фундаментальное значение закона постоянства скорости
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света для теории относительности. Следовательно, физиче-
ское содержание теоремы 3.5 заключается в том, что преобра-
зования Лоренца – ядро специальной теории относительности
– могут быть выведены из инвариантности закона постоянства
скорости света в любой из принятых форм (I)− (III+) и евкли-
довости пространства без привлечения принципа относитель-
ности [6]. Последний, как известно, говорит о равноправности
всех инерциальных систем отсчета или о том, что выражения
физических законов инвариантны относительно преобразова-
ний Лоренца. Поскольку отношения (II+) и (III+) задают ча-
стичный порядок в пространстве M, то теорема 3.5 в этих
случаях говорит о том, что «причинность влечет группу Ло-
ренца» [34, 358].

Замечание 3.2. Теорема 3.5 для случая (I) была впервые
установлена в 1949 г. А.Д.Александровым. Случаи (I+), (II+)
были изучены в статье А.Д.Александрова и В.В.Овчиннико-
вой в 1953 г. (см. § 3.1). В 1964 г. Е. Зиман опублико-
вал работу, посвященную случаям (I+) и (III+). Наконец, в
1972 г. Борхерс и Хегерфельд повторили теорему 3.5 для слу-
чая (I) и рассмотрели случай (III). Случай (II) был доказан
А.Д.Александровым в работе «Конусы с транзитивной груп-
пой» в 1962 г.

Заметим, что отношения (I) - (III) сохраняются при следу-
ющих отображениях, отличных от преобразований Лоренца:

1) гомотетиях H : x′ = λx + a (λ 6= 0; не исключая λ < 0;
допуская λ = 1), мы относим к гомотетиям переносы);

2) инверсиях

Ia : x → x− a

(x− a)2
+ a;

3) особых двойных инверсиях

Jca : x → x− a + c(x− a)2

1 + 2c(x− a)
+ a,

где вектор c 6= 0 таков, что c2 = 0, а в остальном произволен.
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Причем инверсия Ia не определена па конусе Ca : (x−a)2 =
0, а инверсия Jca – на плоскости Pca : 1 + 2c(x− a) = 0. Поэто-
му эти отображения следует рассматривать не на всем про-
странстве An, а на связном подмножестве D ⊂ An, где они
определены.

Теорема 3.6 [15]. Пусть f : D → An – взаимно однозначное
отображение области D ⊂ An, сохраняющее одно из отноше-
ний (I)− (III+) вместе с его отрицанием. Тогда f есть либо
однородное преобразование Лоренца L с гомотетией H, либо
может быть представлено как такое преобразование с до-
бавлением инверсии I или особой двойной инверсии J . Иначе
говоря, f приводится к одному из трех видов HL, HLI, HLJ ,
причем в двух последних случаях оно может быть приведено
также к виду IHL и соответственно JHL.

Теорема 3.6a [15]. Пусть f : D → An – взаимно однознач-
ное отображение области D ⊂ An такое, что для каждого
конуса Mx одного из шести типов (1)−(3+) при всякой x ∈ D
оказывается

f(Mx ∩D) = Mf(x) ∩ f(D).

Тогда f – такое, как в теореме 3.6.

3.3. Конформное пространство

Пространство M можно дополнить «бесконечно удаленным»
конусом, на который при любой инверсии отображается ее
особый конус. Получаем пространство C, на которое преоб-
разования L,H, I, J распространяются в качестве его взаимно
однозначных отображений (и непрерывных при естественном
определении топологии C).

Пространство C называется конформным, потому что кон-
формные отображения областей в An – это преобразования
L,H, I, J и их комбинации – те же HL, HLI, HLJ , так что до-
полнение An до C регуляризирует конформные отображения.
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То, что конформные отображения – это HL, HLI, HLJ ,
хорошо известно при dim An < ∞ (см., например, [206]).

При пополнении An до C пополняются и конусы Cx,Kx,
так что в C имеются в виду эти пополненные конусы. Каж-
дая изотропная прямая пополняется «бесконечно удаленной»
точкой и становится, таким образом, замкнутой.

Пространство C при исключении из него любого конуса Cx

превращается в An. Отображение, которое в An является от-
ражением в плоскости, оказывается в C инверсией. Выделение
особых двойных инверсий теряет смысл, поскольку инверсии
не имеют на C особенностей 3.

Поэтому естественно выделить на только три вида отоб-
ражений:

1) гомотетии HC ;
2) преобразования Лоренца LC без отражений;
3) инверсии IC , т.е. такие (гомеоморфные) отображения C

на себя, которые при исключении из C подходящего конуса
превращаются в названные.

Теорема 3.7 [35]. Отображение f : D → C области D ⊂
C, удовлетворяющее тем же условиям, что в теореме 3.6a,
является либо HCLC , либо HCLC с добавлением одной или
двух инверсий IC .

Замечание 3.3. В теореме 3.7 имеются в виду отношения
(I) - (III) (см., однако, [35, c.9]).

Пространство C гомеоморфно произведению сферы на
окружность. Поэтому существует накрывающее его простран-
ство C̃, гомеоморфное проведению сферы на прямую. В нем
естественно индуцируется геометрия, локально совпадающая
с геометрией в C. Изотропные прямые в C уже не замкнуты,
так что можно выделить ординарные конусы C+

x ,K+
x , и Q+

x .
На C̃ распространяются отображения HC , LC , IC , и из теоре-
мы 3.7 следует

3Выделение инверсий Jca в An имело тот смысл, что они определены
на полупространствах, тогда как инверсии Ia – на областях, на которые
An разбивают их особые конусы.
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Теорема 3.8 [35]. Сказанное в теореме 3.7 применимо со-
ответственно к пространству C̃. При этом условие для ор-
динарных конусов имеет смысл рассматривать не только ло-
кально, но и в целом.

3.4. Простые системы аксиом

Теоремы из §§ 3.2, 3.3 означают, что одно сохранение любо-
го из перечисленных шести отношений (I)− (III+) вместе с
его отрицанием без всяких дополнительных условий уже обес-
печивает определенный характер возможных преобразований
пространства-времени. При естественном требовании, что эти
преобразования образуют группу, нет необходимости требо-
вать сохранения вместе с данным отношением его отрицания,
т.к. оно обеспечивается сохранением отношения при обратном
преобразовании. Если допускать только неограниченно про-
должаемые преобразования, то инверсии Ia и Jca в плоском
пространстве-времени Минковского M отпадают и остаются
только преобразования Лоренца с гомотетиями. Но в случае
пространств C и C любые локально допустимые преобразо-
вания неограниченно продолжаемы, и соответственно в этих
пространствах действуют группы всех конформных преобра-
зований.

Требование, чтобы преобразования образовывали группу,
влечет те же результаты, что и требование их продолжаемо-
сти. Заметим, что это последнее не означает рассмотрения ми-
ра в целом, как продолжаемость натурального ряда не озна-
чает рассмотрения его как актуально бесконечного. Считая в
соответствии с известным общим взглядом на геометрию, что
геометрия пространства-времени определяется группой преоб-
разований, мы заключаем из теорем из §§ 3.2, 3.3, что каждое
из шести отношений (I)− (III+) определяет в этом смысле гео-
метрию пространства-времени.

Помимо пространства МинковскогоM имеем две модели C
и C̃ для пространства-времени, в которых геометрия опреде-
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ляется одним из отношений (I)− (III+). Модели эти рассмат-
ривались И.Сигалом в [336] в связи с космологией.

В соответствии со сказанным выше введем следующие ак-
сиомы.

А к с и о м а IM. 1) На пространстве M задано
отношение (I), которое сохраняется множеством
G биекций пространства M, образующих группу;
2) G содержит все биекции, сохраняющие отноше-
ние (I).

Аналогично формулируются аксиомы IIM − III+M, IC -IIIC,
IC̃ - III+

C̃
.

Следовательно, геометрия мира Минковского аксиомати-
зируется с помощью любой из аксиом IM, ...III+M, конформное
пространство C – с помощью одной из аксиом IC, IIC, IIIC и,
наконец, пространство C̃ определяется аксиоматиками с акси-
омами IC̃,...,III

+

C̃
.

Аксиоматика Бергера [254]. Рассмотренные отношения
(I)− (III) являются симметричными. Одно из них, отношение
(II), было положено Бергером в основу аксиоматического по-
строения геометрии Минковского. Предложенная им аксиома-
тика содержит целый ряд предположений, которые вынужда-
ют автора говорить о том, что метрическая структура мира
определяется как его причинной структурой, так и тополо-
гической. Последнее как раз не играет существенной роли в
аксиоматике IIM. Поэтому аксиомы Бергера следует рассмат-
ривать как усложненный вариант аксиоматики IIM.

3.5. Теоремы о конечном числе
источников света

В 1974 г. при обсуждении теоремы 3.5a на семинаре А.Д.Алек-
сандрова по хроногеометрии в Новосибирском университете
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А.П.Копыловым была высказана гипотеза, что в формулиров-
ке теоремы можно отказаться от необходимости накладывать
условия на все конусы, параллельные конусу C+ (см. § 3.2).

В дальнейшем им была доказана следующая

Теорема 3.9. Пусть F – подмножество гиперплоскости
H0 = {xn = 0} таково, что для любой сферы Sn−2, (n ≥ 3),
лежащей в H0 и имеющей центр в точке (0, ..., 0) ∈ An,
множество ξ[F \ conv(Sn−2)] (где ξ – центральная проекция
H0 \{(0, ..., 0)} из центра (0, ..., 0) на сферу Sn−2) всюду плот-
но в Sn−2. Обозначим через D множество точек всех пря-
мых, параллельных оси xn, такое, что D ∩ H0 = F . Тогда
каждое биективное отображение f : An → An (n ≥ 3) такое,
что для каждой точки x ∈ D f(C+

x ) = C+
f(x) является пре-

образованием Лоренца с точностью до подобия.

(Доказательство не опубликовано.)

Эта теорема была обобщена А.В.Кузьминых, результаты
которого излагаются в этом параграфе.

Теорема 3.10 [157]. Существует множество D1 ⊂
An (n ≥ 3), являющееся объединением ((9n − 7)/2) (если n
нечетно) или ((9n − 4)/2) (если n четно) прямых, парал-
лельных оси xn, такое, что каждое биективное отображе-
ние f : An → An, удовлетворяющее условию: f(C+

x ) = C+
f(x)

для любой точки x ∈ D1, является преобразованием Лоренца
с точностью до подобия.

Теорема 3.11 [157]. Пусть T0 ⊂ H0, где H0 есть гипер-
плоскость xn = 0, – множество, состоящее из n точек в
общем положении, такое, что для некоторых трех его то-
чек x, y, z отношение расстояний |x− y|/|x− z| (здесь |x− y|
– евклидова метрика в An) иррационально. Через D2 обозна-
чим множество, являющееся объединением точек прямых,
параллельных оси xn, такое, что D2∩H0 = T0. Каждое биек-
тивное отображение f : An → An (n ≥ 3), удовлетворяющее
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условию: f(Cx) = Cf(x) для любой точки x ∈ D2, является
преобразованием Лоренца с точностью до подобия.

Замечание 3.4. В работе [157] дается способ построения
множества D1.

Замечание 3.5. Число прямых в теореме 3.11 не может
быть уменьшено: для каждых двух прямых l1 и l2 из A3, парал-
лельных оси xn, существует разрывное отображение ϕ : A3 →
A3 такое, что для каждой точки x ∈ l1 ∪ l2 ϕ(Cx) = Cϕ(x).

А.В.Кузьминых [157] давал следующую физическую ин-
терпретацию теореме 3.10. Она «означает, что взаимно одно-
значное преобразование пространства-времени на себя, сохра-
няющее постоянство скорости света, испускаемого некоторыми
шестнадцатью источниками, покоящимися в некоторой инер-
циальной системе отсчёта, есть преобразование Лоренца».

Если под (I+M|D1), (IM|D2) понимать ограничение первого
аргумента отношений (I+), (I) на множествах D1 и D2 соответ-
ственно, то можно рассмотреть аксиоматики I+M|D1, IM|D2,
определяющие геометрию пространства-времени Минковско-
го.

3.6. Отображение строго выпуклых
конусов

Рассматриваем аффинное пространство A размерности, боль-
шей 2, хотя бы бесконечномерное, т.е., иными словами, топо-
логическое линейное пространство с переносами и выпуклыми
окрестностями.

Под конусом будем понимать множество, образуемое лу-
чами – образующими конуса, исходящими из одной точки, –
вершины конуса.

Образующую конуса назовем крайней, если во всяком
содержащем ее сечении конуса двумерной плоскостью (2-
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плоскостью) нет других образующих, в угле между которыми
она лежала бы (имея в виду выпуклый угол).

Конус назовем строго выпуклым, если он обладает следу-
ющими свойствами:

а) Сечение конуса всякой 2-плоскостью, содержащей хотя
бы одну образующую, представляет выпуклый угол, при-
чем его стороны принадлежат ему, т.е. являются крайни-
ми образующими конуса. При этом все такие образующие
– крайние.

б) Конус имеет как крайние, так и некрайние образующие.

Следующая теорема, как и все предыдущие, говорит об
аффинности преобразования, сохраняющего семейство выпук-
лых конусов.

Теорема 3.12 [28]. Пусть K – строго выпуклый конус в
аффинном пространстве A. Пусть f – биективное отобра-
жение пространства A на аффинное пространство A′ такое,
что для любой точки x ∈ A f(Kx) есть конус Kx

′
, причем

конусы Kx

′
получаются друг из друга переносом. Тогда f пе-

реводит прямые пространства A в прямые пространства A′.
Поэтому в случае конечномерного пространства это отобра-
жение аффинно.

Определение 3.1. Пусть Kx
− – конус, симметричный ко-

нусу Kx относительно его вершины x. Говорим, что топология
в A определена конусом K, если базис окрестностей образуется
пересечениями Ky ∩Kx

−, где x лежит на некрайней образую-
щей конуса Ky.

Конус можно назвать строго выпуклым, если он представ-
ляет собой замкнутое выпуклое множество с внутренними точ-
ками и всякая его опорная плоскость содержит не более одной
образующей (предполагается, что конус не простирается на
всё пространство). Легко видеть, что конус, строго выпуклый
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в этом смысле, обладает свойствами а), б). Обратное — что
конус со свойствами а), б) будет строго выпуклым в смысле
только что данного определения — само собой верно в конеч-
номерном пространстве. При dimA = ∞ это может быть и не
так.

Теорема 3.13 [28]. Если в условиях теоремы 3.12 конус K
— строго выпуклый в смысле только что данного определе-
ния 3.1, то отображение переводит прямые пространства A
в прямые пространства A′ и будет непрерывным, если топо-
логия в A′ определена конусом K ′. Если к тому же топология
в A определена конусом K, то f будет гомеоморфным.

Так как при отображении f прямые переходят в прямые,
то конус K ′ будет обладать свойствами а), б).

Теорема 3.14 [28]. Теорема 3.12 остается верной, если в
ней конус K такой, что его выпуклая оболочка удовлетворя-
ет условиям а), б).

Под двойным конусом с вершиной х понимаем множество
Kx ∪K−

x . Конусы Kx, K−
x – «половины» двойного конуса.

Теорема 3.15 [28]. Пусть K – двойной конус с выпуклой
половиной, удовлетворяющей условиям а), б) в пространстве
A. Пусть f – инъективное отображение A в A′, переводящее
конусы Kx в двойные конусы K ′

x, получаемые переносами из
некоторого K ′. Тогда f переводит прямые пространства A в
прямые пространства A′ и, следовательно, аффинно, если A
конечномерно.

Отображение f переводит половины конусов Kx в полови-
ны конусов K ′

f(x). Поэтому, в частности, непрерывность (го-
меоморфность) отображения f обеспечивается так же, как в
теореме 3.13.

Подчеркнем, что в теореме 3.15 отображение f не предпо-
лагается отображением на A′. Аналогично усиливается теоре-
ма 3.14.
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Теорема 3.14a [28]. Утверждение теоремы 3.14 верно, ес-
ли f предполагается отображением в пространство A′, но
не обязательно на A′.

Теорема 3.16 [28]. В теореме 3.15 конус K можно счи-
тать границей двойного конуса со строго выпуклой полови-
ной.

Нетрудно заметить, что теоремы 3.12-3.16 обобщают тео-
ремы 3.5, 3.5a.

3.7. Сколько инерциальных систем
отсчёта?

Определение 3.1. Инерциальная система отсчёта – это
такая система аффинных координат в An, в которой закон
распространения света задается семейством равных и парал-
лельных конусов.

Мы до сих пор рассматривали семейства равных и парал-
лельных конусов. Иначе говоря, мы изучали физику прост-
ранства-времени в инерциальной системе отсчёта. При пере-
ходе к другой системе отсчёта имели также систему равных и
параллельных конусов. Следовательно, инерциальных систем
отсчёта должно быть более чем одна! В работе [6] в связи с
этим формулировался следующий физический закон: всякое
преобразование Лоренца возможно.

Однако это, на наш взгляд, сильная формулировка дей-
ствительного физического закона. В ослабленном виде следу-
ет постулировать лишь возмoжнocть движения относительно
инерциальной системы отсчёта, т.е. следует допустить, что су-
ществует преобразование, переводящее систему равных и па-
раллельных эллиптических конусов в некоторую систему ко-
нусов, не обязательно равных, не обязательно параллельных.
Одновременно это означает отказ от закона постоянства скоро-
сти света как аксиомы, при выводе преобразований Лоренца,
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поскольку его фундаментальное значение состоит в том, что
он имеет место в любой инерциальной системе отсчёта.

Итак, не только отказ от принципа относительности (см.
§ 3.2), но и отказ от закона постоянства скорости света?

Утвердительный ответ на такой вопрос стал возможным
после того, как в 1974 г. А.В.Шайденко показала, что от требо-
вания параллельности эллиптических конусов в образе можно
отказаться и при этом по-прежнему получать преобразования
Лоренца.

После того, как А.В.Шайденко сделала доклад с изложе-
нием своего результата на семинаре «Хроногеометрия» в Но-
восибирском университете, ее теорема была усилена. В этом
параграфе мы излагаем результаты, полученные А.Д.Алек-
сандровым, А.П.Копыловым, А.В.Кузьминых и А.В.Шайден-
ко, существенно обобщающие теорему А.В.Шайденко.

Рассмотрим аффинное n-мерное пространство An (n ≥ 3).
Пусть K – строго выпуклый конус. Крайние образующие это-
го конуса образуют «поверхностный» конус ∂K. Образующие,
не являющиеся крайними, образуют «открытый» строго вы-
пуклый конус int(K) ∪ {e}, где e – вершина K. В обычной
топологии пространства An конус K замкнут.

Поэтому далее пишем названия указанных конусов – за-
мкнутый, открытый, поверхностный – без кавычек. Если ко-
нус состоит из прямых, то его образующими мы называем эти
прямые, а сам конус – двойным.

Если K – замкнутый строго выпуклый конус и K− – конус,
симметричный K относительно вершины, то K∪K− представ-
ляет собой двойной замкнутый конус; мы называем его двой-
ным строго выпуклым конусом. Соответcветственно опреде-
ляются двойной поверхностный ∂K ∪ ∂K− и двойной откры-
тый int(K) ∪ (int(K))− ∪ {e} конусы. В противовес двойному
конусу, конус, образующие которого – лучи, называем орди-
нарным.

Итак, рассматриваем шесть типов строго выпуклых кону-
сов, три ординарных:

(I0) замкнутый К,
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(II0) поверхностный ∂K,
(III0) открытый int(K) ∪ {e} (где e – вершина K)

и соответственно три двойных:
(IV) замкнутый K ∪K−,
(V) поверхностный ∂K ∪ ∂K−,
(VI) открытый int(K) ∪ (int(K))− ∪ {e}.

Теорема 3.17 [36]. Пусть Q – строго выпуклый конус од-
ного из шести указанных типов. Пусть f : An → An (n ≥ 3)
– биекция такая, что для всякой точки x ∈ An множество
f(Qx) есть строго выпуклый конус, гомеоморфный Q. Тогда
f аффинно.

Оказывается, что в теореме можно отказаться от требова-
ния гомеоморфности f(Qx) и Q. А именно имеет место

Теорема 3.18 [214]. Пусть Q ⊂ An (n ≥ 3) – строго вы-
пуклый конус одного из типов (I0)− (VI) и f : An → An – би-
екция такая, что для каждой точки x ∈ An f(Qx) – строго
выпуклый конус, причем, когда Q – двойной поверхностный,
предполагается дополнительно, что f(x) – вершина конуса
f(Qx). Тогда f аффинно.

Естественно возникает вопрос: «Что можно сказать об
отображении f , если не предполагать, что f(Qx) является ко-
нусом?». Если допустить, что множества f(Qx) получаются
друг из друга переносами, то справедлива следующая

Теорема 3.19 [214]. Пусть Q ⊂ An (n ≥ 3) – двойной те-
лесный замкнутый строго выпуклый конус, т.е. конус типа
(IV). Пусть M ⊂ An – множество, удовлетворяющее усло-
виям:

а) M = int(M);
б) M связно, и существует точка e ∈ M такая, что

M \ {e} распадается на две компоненты связности, причем e
такая, что M \ {e} несвязно, единственна;

в) существует такой двойной телесный замкнутый
строго выпуклый Q′, что M ⊂ Q′.
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Тогда биекция f : An → An такая, что для каждой точки
x множество f(Qx) получается из M переносом, является
аффинной.

Наконец, дополнительно к заданному выше вопросу можно
задать вопрос о существенности требования, заключающегося
в том, что образы всех конусов, получаемых переносами из ко-
нуса K, получаются переносами из множества f(K) (см. § 3.5).
Ответ на эти два вопроса дает следующая

Теорема 3.20 [158]. Существует множество D ⊂ An (n ≥
3), обладающее свойствами:

1) для каждой пары H1,H2 гиперплоскостей, параллель-
ных гиперплоскости xn = 0, множество D ∩ conv(H1 ∪ H2)
конечно;

2) для каждого двойного замкнутого строго выпуклого ко-
нуса Q ⊂ An каждое биективное отображение f : An → An

такое, что для любой точки x ∈ D множество f(Qx) есть
объединение двух замкнутых выпуклых пересекающихся мно-
жеств4, является аффинным.

Замечание 3.6. Для ординарных конусов не существует
аналога теоремы 3.20 (см. [158]).

Замечание 3.7. Множество D строится следующим обра-
зом. Обозначим через Bk (k = 1, 2, ...) множество {(x1, ..., xn) :
x1 = l1/m1, ..., xn = ln/mn, где l1, ..., ln,m1, ...,mn −
−целые числа; |m1| ≤ k, ..., |mn| ≤ k; mi 6= 0 (i = 1, ..., n);
|xn| ≥ k}. Через B′ обозначим множество {(x1, ..., xn) : x2

1 +
... + x2

n−1 < x4
n}. Тогда

D = B′ ∩
( ∞⋃

k=1

Bk

)
.

4Здесь не предполагается, что f(Qx) и f(Qy) (x 6= y) параллельны.
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3.8. Аксиоматика теории относитель-
ности

Пусть D ⊂M – множество из теоремы 3.20.

А к с и о м а H1. На пространстве D ×M задано
отношение II[D] такое, что (x, y) ∈ II[D] тогда и
только тогда, когда (x− y)2 ≥ 0.

А к с и о м а H2. 1) Существует группа биекций G
пространства M на себя такая, что если f ∈ G и
Kx = {y ∈ M : (x, y) ∈ II[D]}, где x ∈ D, то f(Kx)
есть объединение двух замкнутых выпуклых пере-
секающихся множеств; 2) G содержит все такие
биекции.

Теорема 3.21. Система аксиом 〈H1,H2〉 определяет гео-
метрию мира Минковского, причем G совпадает с группой
Лоренца (исключая подобие).

Данная теорема – всего лишь переформулировка теоремы
3.20 для случая конусов Kx, заданных отношением (II) из § 3.2.

На наш взгляд, аксиоматика 〈H1,H2〉 – самое значитель-
ное достижение5 в решении задачи построения аксиоматиче-
ской теории относительности. В ней объединяется идея отказа
от закона постоянства скорости света с идеей постулирования
принципа доступности наблюдениям для каждого конечного
отрезка времени лишь конечного числа кратковременно дей-
ствующих (точечных) источнико-приемников света.

Аксиоматика 〈H1,H2〉 сложилась в результате рабо-
ты четырех новосибирских математиков: А.Д.Александрова,
А.П.Копылова, А.В.Кузьминых и А.В.Шайденко.

5Это заявление было сделано в 1982 году. Думается, что оно справед-
ливо и в 2008 году.
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3.9. Аксиоматика Ю.Ф. Борисова

Изложим систему аксиом, которая направлена на определе-
ние группы движений пространства-времени, но не касается
выяснения структуры самого многообразия событий [57].

Пусть M – множество элементов, интерпретируемых как
«события». В M выделено семейство D подмножеств, назы-
ваемых инерциальными движениями. Кроме того, задано се-
мейство K биекций M на IR4, называемых инерциальными
системами отсчёта.

Предполагаем, что выполняются следующие условия:
1) Если S ∈ K и множество I таково, что S(I) ⊂ IR4 зада-

ется системой уравнений xi = ai (i = 1, 2, 3), где ai = const,
то I ∈ D (т.е. покоящееся относительно S тело находится в
инерциальном движении).

2) Если I ∈ D и S ∈ K, то S(I) ⊆ IR4 задается системой
уравнений xi = ai + v · x4 (i = 1, 2, 3), где ai, v = const.

Говорим, что S′ покоится относительно S, если всякое мно-
жество I, задаваемое в S′ уравнениями вида xi = ai (i =
1, 2, 3), ai = const, задается в S уравнениями того же вида.
Если неверно, что S′ покоится относительно S (S, S′ ∈ K) бу-
дем говорить, что S′ движется относительно S.

Линейное преобразование IR4 с матрицей ||ai,j ||4i,j=1 назо-
вем тривиальным, если матрица третьего порядка ||aαβ ||3α,β=1

ортогональна и a41 = a42 = a43 = 0, a44 = 1, a14 = a24 =
a34 = 0.

Рассмотрим следующую систему аксиом.

А к с и о м а Б1. Существуют такие S, S′ ∈ K,
что S′ движется относительно S.

А к с и о м а Б2. а) Если S ∈ K, ϕ – тривиаль-
ное преобразование, то существует S′ ∈ K такое,
что S ◦ S′−1 = ϕ.

б) Если S, S′ ∈ K и S′ покоится относительно S,
то S ◦ S′−1 – тривиальное преобразование.
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А к с и о м а Б3. Если I ∈ D, S ∈ K, ϕ – тривиаль-
ное преобразование, то существует такое Ĩ ∈ D,
что S(Ĩ) = ϕ(S(I)).

А к с и о м а Б4. Если S1, S
′
1, S2 ∈ K, то существу-

ет такое S′2 ∈ K, что S2 ◦ S′−2
2 = S1 ◦ S′−1

1 .

Теорема 3.22 (Ю.Ф.Борисов, [57]). Если для множестваM
выполнена система аксиом 〈Б1−Б4〉, то имеются две исклю-
чающие друг друга возможности:

1) G = {S ◦ S′−1 : S′ ∈ K}, где S ∈ K – произвольный
элемент, есть группа Галилея.

2) Группа G имеет вещественный параметр c > 0 и сов-
падает с неоднородной группой Лоренца.

3.10. Размерность Мира событий
по Борисову

Как мы писали в § 1.9, одна из самых трудных проблем хроно-
геометриии – это аксиоматическое задание размерности Мира
Минковского.

В 1960 году Ю.Ф.Борисов предложил весьма оригинальное
решение этой проблемы.

Будем исходить из того, что уже выявлена аффинная
структура Мира событий и предполагается, что Мир событий
обладает псевдоевклидовой структурой kEn. Это означает, что
Мир событий имеет размерность n, пространство – (n − k), а
время – k.

Нужно установить, что n = 4 и k = 1. Это и сделал
Ю.Ф.Борисов в статье [56] с помощью трех аксиом. Иначе
говоря, среди всех возможных псевдоевклидовых структур,
которыми мог бы обладать Мир событий, аксиомы Ю.Б.Бо-
рисова однозначно выделяют пространство-время Минковско-
го 1E4.
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Итак, пусть kEn – n-мерное пространство, в котором квад-
рат длины вектора с координатами u1, ...un равен

u2
1 + ... + u2

n−k − u2
n−k+1 − ...− u2

n.

Будем считать, что n > 2, 1 ≤ k ≤ n− k.
Вектор с координатами u1, ...un называется изотропным,

если
u2

1 + ... + u2
n−k − u2

n−k+1 − ...− u2
n = 0,

и пространственным, если

u2
1 + ... + u2

n−k − u2
n−k+1 − ...− u2

n > 0.

Если A(a1, ..., an), B(b1, ..., bn) – точки с координатами
(a1, ..., an), (b1, ..., bn), то

−−→
AB обозначает вектор с координа-

тами (b1 − a1, ..., bn − an).
Биективное преобразование f : kEn → kEn сохраняет изо-

тропность векторов, если изотропность вектора
−−→
AB влечет

изотропность вектора
−−−−−−→
f(A)f(B), и наоборот.

Пусть G совокупность всех биективных преобразований
kEn, сохраняющих изотропность векторов.

А к с и о м а БM1. Если вектор
−−→
AB – простран-

ственный и f ∈ G, то
−−−−−−→
f(A)f(B) тоже простран-

ственный.

Аксиома говорит о том, что то, что считается простран-
ством, должно оставаться таковым в любой инерциальной си-
стеме отсчёта.

А к с и о м а БМ2. Для любого k′ 6= k пространство
k′En не удовлетворяет аксиоме БM1.

Аксиома говорит о том, что если время имеет размерность
k, то для других размерностей времени пространственность
не является инвариантом относительно любых инерциальных
систем отсчёта.
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А к с и о м а БМ3. При n′ > n аксиомы БМ1 и БМ2

несовместны.

То есть совместимость аксиом БМ1 и БМ2, будучи достгну-
той для размерности Мира событий равной n, нарушится для
всех больших размерностей.

Теорема 3.23 (Ю.Ф.Борисов, [56]). Аксиомы БМ1, БМ2 и
БМ3 выполняются в том и только в том случае, когда n =
4, k = 1. При этом G есть группа Лоренца (изменение знака
x4 не исключается), дополненная подобиями с произвольным
коэффициентом.

3.11. Аксиоматика В.К. Ионина

Аксиоматика специальной теории относительности, излагае-
мая в данном параграфе, поражает своим изяществом. Это
достигается за счёт того, что В.К.Иониным была предложена
крайне простая аксиоматизация аффинных пространств. Пер-
вичным в аксиоматике Ионина является понятие временно́го
порядка, а точнее постулирование существования в Мире со-
бытий (мировых) часов.

Пусть α континуальное множество. Говорим, что оно осна-
щено часами, если задано множество w(α) = {f : α → IR},
удовлетворяющее условиям:

а) множество w0(α), состоящее из постоянных отображе-
ний, входит в w(α);

б) множество w1(α) = w(α) \ w0(α) состоит из биективных
отображений;

в) для того чтобы отображение f : α → IR входило в w(α),
необходимо, чтобы для любого g ∈ w1(α) суперпозиция f ◦g−1

являлась неубывающим аффинным отображением IR в IR, т.е.
таким отображением, которое переводит произвольное число t
в s по формуле s = at + b, где a, b – произвольные постоянные
действительные числа, удовлетворяющие условию a ≥ 0.
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Функцию, входящую в w(α), w0(α), w1(α), будем называть
соответственно часами, стоящими часами и идущими часами
множества α.

Пусть M – множество, а H – множество некоторых его
подмножеств, каждое из которых оснащено часами. Будем M
называть Миром событий, его элементы – событиями, а эле-
менты множества H – направленными прямыми.

Каждую функцию φ : M→ IR, сужение которой на любую
направленную прямую является её часами, назовем мировы-
ми часами. Множество всех мировых часов обозначим через
Φ. Ясно, что всякая постоянная функция входит в Φ. Назо-
вем такие функции стоящими мировыми часами, а остальные
функции из Φ – идущими мировыми часами. Множества сто-
ящих и идущих мировых часов обозначим соответственно Φ0

и Φ1.

Направленную прямую l назовем времениподобной прямой,
если для любой функции φ ∈ Φ1 ее сужение на l принадлежит
w1(l). Направленную прямую l назовем изотропной прямой,
если для любой функции φ ∈ Φ1 её сужение на l принадле-
жит w0(l). Множества времениподобных прямых и изотроп-
ных прямых обозначим соответственно T и I. Очевидно, что
T ∪ I = H и T ∩ I = ∅.

Множество l ⊂M назовем пространственноподобной пря-
мой, если на нём можно задать структуру одномерного аф-
финного пространства так, что совокупность всех мировых
часов на l совпадает с множеством всех аффинных отображе-
ний l в IR. Множество всех пространственноподобных прямых
обозначаем S.

Отрезком прямой l ∈ H ∪ S называется объединение
двух произвольных событий (концов отрезка) x, y ∈ l со
всеми событиями, лежащими на l между x и y. Не исклю-
чаются вырожденные отрезки, т.е. отрезки с совпадающими
концами. Рассмотрим конечную последовательность событий
x1, x2, ..., xm+1, у которых для каждого числа i = 1, 2, ..., m че-
рез xi и xi+1 проходит некоторая прямая li ∈ H∪S. Обозначим
через Oi отрезок прямой li с концами xi и xi+1. Объединение



116 Глава 3. ИНТЕРАКТИВНАЯ ТЕОРИЯ МИРА СОБЫТИЙ

всех Oi называется ломаной, соединяющей события x1 и xm+1.
Рассмотрим произвольное множество E0 ⊂M. Через каж-

дую пару различных событий множества E0 проведем все пря-
мые из H ∪S и обозначим через E1 объединение этих прямых.
Далее, через каждую пару различных событий множества E1

проведем все прямые из H ∪ S и обозначим через E2 их объ-
единение. Продолжив этот процесс, получим бесконечную по-
следовательность множеств E0, E1, ..., Ek, ....

Мир событий M называется бесконечномерным (dimM =
∞), если для любого конечного множества E0 выпоняется

неравенство M 6=
∞⋃

k=0

Ek. В противном случае M называет-
ся конечномерным пространством размерности

dimM = min |E0| − 1,

где |E0| – число событий в конечном множестве E0, удовлетво-

ряющем равенству M =
∞⋃

k=0

Ek.

Для каждого события x определим световой конус будуще-
го Cx следующим образом. Событие y принадлежит Cx тогда
и только тогда, когда:

1) через события x и y проходит изотропная прямая;
2) для любых мировых часов φ выполняется неравенство

φ(x) ≤ φ(y).

Обозначим через G группу всех биективных преобразований
Мира событий, сохраняющих семейство конусов {Cx : x ∈M}.
Это означает, что если g ∈ G, то

g(Cx) = Cg(x)

для любого события x ∈M.
Рассмотрим следующую систему аксиом.

А к с и о м а И1. Если два различных события x и
y таковы, что для любых мировых часов φ выпол-
няется неравенство

φ(x) ≤ φ(y),
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то через события x и y проходит направленная
прямая.

А к с и о м а И2. Для любых двух различных со-
бытий x и y найдутся разделяющие их мировые
часы, т.е. такая функция φ ∈ Φ, для которой вы-
полняется неравенство

φ(x) 6= φ(y).

А к с и о м а И3. Любые два различных события x
и y можно соединить ломаной.

А к с и о м а И4. Мир событий является конечно-
мерным пространством размерности строго боль-
шей двух.

А к с и о м а И5. Если x, y, x′, y′ ∈ M и x 6= y,
x′ 6= y′, y ∈ Cx, y′ ∈ Cx′ , то найдется такое g ∈ G,
что

g(x) = x′, g(y) = y′.

Теорема 3.24 (В.К.Ионин, [132]). Пусть выполняется си-
стема аксиом 〈И1 − И5〉. Тогда либо Мир событий M пуст,
либо

1) на нем можно задать структуру аффинного простран-
ства так, что размерность Мира событий совпадает с раз-
мерностью аффинного пространства и множество прямых
H∪S совпадает с множеством прямых аффинного простран-
ства M;

2) семейство световых конусов будущего {Cx : x ∈ M}
– это семейство равных и параллельных поверхностных эл-
липтических конусов, а группа G является группой общих
преобразований Лоренца.



Глава 4

СВЯЗНЫЕ
РЕЛЯТИВИСТСКИЕ
ПОРЯДКИ В An

В этой главе изучим связные релятивистские порядки в аф-
финном пространстве An, n ≥ 2.

Определение 4.1. Порядок P = {Px : x ∈ An} называется
связным, если x ∈ Px \ {x} для любой x ∈ An.

С точки зрения теории относительности, связность порядка
означает передачу энергии-импульса через непрерывный ряд
промежуточных агентов от события x к событию y, связанных
причинно-следственным отношением x ¹ y.

4.1. Отображение семейства
параллельных конусов

Под конусом в аффинном пространстве An (n ≥ 2) понимается
множество точек C, состоящее из лучей с началом в точке e,

118
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которую называем вершиной конуса.
Предполагаем в этом параграфе, что C удовлетворяет сле-

дующим условиям:
1) C не содержится в плоскости;
2) C имеет острую вершину, т.е. не содержит никакой пря-

мой.
Будем рассматривать инъективные непрерывные отобра-

жения f : An → Am, удовлетворяющее условиям:
а) для каждой x ∈ An множество f(Cx) получено из f(C)

с помощью переноса t : e′ → f(x), где e′ = f(e);
б) замыкание конуса, который проектирует f(C) из точки

e′, имеет острую вершину.

Теорема 4.1 [26, 29]. Отображение f аффинно, исключая
случай, когда C есть квазицилиндр вида

C = Z ∪ (C ∩ E), (4.1)

где Z образовано открытыми лучами, параллельными неко-
торому лучу L, а начала этих лучей лежат на плоскости E.

Конус C может допускать различные представления вида
(4.1) с различными парами L,E, но число таких пар не пре-
вышает n = dim An.

Теорема 4.2 [26, 29]. Если конус C допускает k представ-
лений (4.1) с парами (L1, E1), ..., (Lk, Ek), то

f = f0 ◦ d1 ◦ ... ◦ dk, (4.2)

где f0 – аффинное отображение An в Am, и каждое di есть
смещение dEiLi (см. § 0.2.1). Порядок, в котором стоят di,
несуществен. Обратно, каждое отображение вида (4.2) удо-
влетворяет условиям а), б) для изучаеых нами отображений.
Причем f(C) = (f0 ◦ t)(C), где t – перенос. Поэтому f(C) –
всегда аффинный образ конуса C.
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Замечание 4.1. Образ f(An) есть область в некотором под-
пространстве A′n ⊂ Am. В случае теоремы 4.1 имеем f(An) =
A′n, но в случае теоремы 4.2 может случиться f(An) 6= A′n,
т.к. любое из di в (4.2) может не отобразить An на себя, а
на открытое полупространство, ограниченное плоскостью, па-
раллельной Ei. Вид f(An) определяется формулой (4.2).

Замечание 4.2. В [26] теоремы 4.1, 4.2 сформулированы без
требования непрерывности отображении F . Однако в доказа-
тельстве имеется ошибка (см. [29, c.5]). Доказательство теорем
4.1 и 4.2 дано в [29] (теорема 6).

Теорема 4.3 [19]. Пусть conv(C) 6= L×K, где K – (n− 1)-
мерный конус. Если биекция f : An → An (n ≥ 3) такова, что
f(Cx) = Cf(x), то f аффинно.

4.2. Отображения связно
упорядоченных пространств

Рассматриваем аффинное пространство An, в котором задан
предпорядок P, инвариантный относительно всех параллель-
ных переносов.

Под отображением f в этом параграфе будем понимать та-
кое взаимно однозначное отображение An в аффинное про-
странство Am, что каждое множество f(Px) может быть полу-
чено из f(P ) переносом. Полагая P ′ = f(P ), можно выразить
это условие равенством f(Px) = P ′x′ . Тем самым в f(An) инду-
цируется предпорядок P ′, который однозначно продолжается
на все Am в виде предпорядка, инвариантного относительно
переносов (см. [29], лемма 1 из § 3).

На предпорядок P налагаем следующие условия:
А) Существует окрестность точки e, в которой P e и P−e не

имеют общих точек, помимо e;
Б) P e содержит конус с вершиной e, имеющий внутренние

точки.
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Очевидно, рассматриваемый порядок являтся связным.
Справедлива

Теорема 4.4 [29]. Пусть предпорядок P, заданный в An,
удовлетворяет условиям А) и Б). Пусть отображение f :
An → Am (n ≥ 2) непрерывно. Тогда, если P не является
квазицилиндром, то f аффинно. Если же P – квазицилиндр
и представим k способами Q(E1, l1), ..., Q(Ek, lk), то

f = f0 ◦ d1 ◦ ... ◦ dk,

где f0 – аффинное преобразование An в Am, a di суть смеще-
ния dEili (допуская, что, возможно, прямая li есть луч Li),
которые коммутируют.

Замечание 4.3. Требование непрерывности в этой теореме
является лишним для широкого класса предпорядков. Напри-
мер, если предпорядок P удовлетворяет аксиоме A2 и явля-
ется замкнутым или открытым. Это следует из теоремы 2.1 о
непрерывности.

Предложение 4.1. Если P связный предпорядок в An и
cont(P, e) имеет острую вершину, то существует строго вы-
пуклый замкнутый конус K с вершиной e и окрестность U
точки e такие, что: 1) P ∩U ⊂ K; 2) cont(P, e)\{e} ⊂ int K.
Доказательство. См. [95, 107].

4.3. Сильно связные и квазисвязные
предпорядки

Если под связным предпорядком понимать такой предпоря-
док P, для которого множество Pe является только связным,
то трудно ожидать сколь угодно удовлетворительного их опи-
сания. Они могут быть довольно различными, и соответству-
ющие примеры легко построить.
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В аксиоматической теории относительности главную роль
играют порядки, задаваемые выпуклыми конусами. Поэто-
му вполне естественно поставить цель определить условия,
характеризующие предпорядок, задаваемый выпуклым ко-
нусом, на основе того или иного интуитивного представле-
ния о «связности» предпорядка. Эта задача была поставле-
на А.Д.Александровым, и ее решение содержится в работах
А.В.Левичева [167, 168, 169, 170].

Определение 4.2. Назовем предпорядок P сильно связным
(соответственно квазисвязным), если при любых x, y таких,
что x ¹ y (т.е. при y ∈ Px), точки x, y принадлежат некоторому
содержащемуся в Px ∩ P−y (соответственно Px ∩ P−y ) связному
множеству M .

Очевидно, сильно связный предпорядок всегда является
квазисвязным.

Легко проверяется, что предпорядок сильно связный тогда
и только тогда, когда множества Px ∩P−y связны при всех x, y
таких, что x ¹ y.

Простейший пример квазисвязного порядка, не являюще-
гося сильно связным, – это множество P , состоящее из всех
неотрицательных рациональных чисел действительной оси.

Если Pe – выпуклый конус, то Pe задает в An сильно связ-
ный предпорядок. Очевидно также, что если Pe – выпуклый
конус, а Pe задает предпорядок, то этот предпорядок – квази-
связный.

Теорема 4.5 [167, 168]. Если множество Pe задает квази-
связный предпорядок, то Pe есть выпуклый конус.

Следствие 4.4. Замкнутый квазисвязный (в частности,
сильно связный) предпорядок задается выпуклым конусом.

Теорема 4.6. Если предпорядок – квазисвязный, e ∈
int(Pe), то Pe содержит внутренность своей выпуклой обо-
лочки.
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Следствие 4.6. Открытый квазисвязный (в частности,
сильно связный) предпорядок задается конусом.

Прежде чем продемонстрировать интересные примеры
предпорядков, дополняющие теоремы 4.5 и 4.6, введем еще од-
но понятие.

Определение 4.3. Предпорядок будем называть линейно
связным, если при всех x, y таких, что x ¹ y, точки x, y при-
надлежат некоторому, содержащемуся в Px∩P−y , линейно упо-
рядоченному связному множеству M (т.е. при x, y ∈ M , или
x ¹ y, или y ¹ x).

Очевидно, что линейно связный предпорядок является все-
гда сильно связным.

Линейно связные порядки и предпорядки могут опреде-
ляться не конусом. В самом деле [167], существует функция
ϕ : IR → IR такая, что при любых a, b ∈ IR ϕ(a+b) = ϕ(a)+ϕ(b)
график Γϕ функции ϕ на плоскости IR2 связен, а ϕ не является
непрерывной.

Положим Pe = Γφ и Qe = {(x, φ(x))) : x ≥ 0}. Тогда Pe

определяет линейно связный предпорядок в IR2, причем Pe ∩
P−x = Pe для всех x ∈ Pe, а Qe определяет линейно связный
порядок в IR2. Но ни Pe, ни Qe не есть конус.

При этом справедлива

Теорема 4.7 [170]. Если предпорядок P линейно связный и
существует такая окрестность U точки e, что семейство
множеств {Pe ∩P−x : x ∈ Pe ∩U} ограничено в совокупности,
то Pe есть конус.

Теорема 4.8 [170]. Если для замкнутого предпорядка P вы-
полнена аксиома A2 и Pe ∩ P−x 6= {e, x}, то Pe есть конус.

Определение 4.4. Предпорядок, задаваемый множеством
Pe, назовем локально компактно связным, если для любой
точки x ∈ Pe и любого ε > 0 множество Pe ∩ P−x содержит
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такой связный компакт K = ∪m
i=1Ki, что все Ki – связные

компакты, диаметры которых не превосходят ε, а e, x ∈ K.

Теорема 4.9 [170]. Если P задает локально компактно
связный предпорядок, то Pe есть выпуклый конус.

Определение 4.5. Предпорядок P называется компактно
связным, если для любого x ∈ Pe множество Pe∩P−x содержит
связный компакт, соединяющий точки e, x.

Очевидно, локально компактно связный предпорядок яв-
ляется компактно связным.

Теорема 4.10 [170]. Пусть P – компактно связный предпо-
рядок в An. Если выполняется одно из следующих трех усло-
вий:

1) conv(Pe) = An;
2) conv(Pe) не содержит прямой;
3) dim conv(Pe) ≤ 2,
то Pe – выпуклый конус.



Глава 5

НЕСВЯЗНЫЕ
РЕЛЯТИВИСТСКИЕ
ПОРЯДКИ В An

В этой главе изучим несвязные релятивистские порядки в аф-
финном пространстве An, n ≥ 2.

Определение 5.1. Порядок P = {Px : x ∈ An} называется
несвязным, если x /∈ Px \ {x} для любой x ∈ An.

Полагаем, что
Px = Qx ∪ {x},

x /∈ Qx.

С точки зрения теории относительности несвязность по-
рядка означает, что если два события x, y связаны причинно-
следственным отношением x ¹ y, то не предполагается, что в
некоторой малой пространственно-временной окрестности со-
бытий x есть события, которые каким-то образов связаны с
x или с y. Иначе говоря, мы не предполагаем какого-либо
причинно-следственного взаимодействия для событий микро-
мира.
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Простейшим примером несвязного порядка в A3 служит
семейство

P = {Px = Qx ∪ {x} : x ∈ A3},
где

Qx = {y ∈ A3 : y3 − x3 ≥
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + 1}

(см. ри.5.1, b)).

 

 

Рис. 5.1: а) связный конический порядок; b) несвязный порядок.

5.1. Порядковые автоморфизмы
несвязно упорядоченного
аффинного пространства

Рассматривается несвязный релятивистский порядок P в
n-мерном аффинном пространстве An (n ≥ 2).

Далее, P− ≡ {x ∈ An : x ¹ e}.
Задача, которой посвящен этот параграф, состоит в изуче-

нии P-автоморфизмов.
Будем в этом параграфе предполагать, что несвязный по-

рядок P, изучаемый нами, удовлетворяет следующим услови-
ям:

А) P = {e} ∪ Q, где Q – замкнутое связное множество с
внутренними точками, не содержащее точку e.
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Б) P лежит внутри некоторого выпуклого конуса с острой
вершиной e («острая вершина» – означает, что конус не содер-
жит никакой прямой).

В) Существуют n лучей L1, L2, . . . , Ln, не лежащие в одной
гиперплоскости и исходящие из точки e, такие, что для любой
x ∈ Q

t
( n⋃

i=1

Li

)
⊂ Q,

где t — сдвиг, обладающий свойством: t(e) = x.

Основным полученным нами результатом является

Теорема А. Пусть порядок P удовлетворяет условиям А),
Б) и В)1. Тогда любой P-автоморфизм аффинного простран-
ства An(n ≥ 2) является аффинным преобразованием, за ис-
ключением особого случая, когда порядок задан квазицилин-
дром. Однако и в этом случае дается полное описание отоб-
ражения – оно является смещением.

Если ограничиваться только непрерывными отображения-
ми, то требование замкнутости и связности Q необязательно.

Всюду в статье P-автоморфизмы предполагаются гомео-
морфизмами An на себя, поскольку имеется теорема 2.1 о
непрерывности, принадлежащая А.Д.Александрову, и кото-
рую можно переформулировать в следующем виде:

Теорема Б. Если порядок удовлетворяет условиям А) и Б),
то всякий P-автоморфизм An на себя является гомеомор-
физмом.

Так как нас интересуют лишь гомеоморфизмы, то можно
считать, что Q = int(Q), ибо это не отразится на теореме A.
Очевидно, если P – порядок, то и P ′ = {e}∪ int(Q) – порядок.

1Условие В) является лишним, но доказать это не удалось. Физический
смысл данного условия разъясняется в § 5.1.2.



128 Глава 5. НЕСВЯЗНЫЕ РЕЛЯТИВИСТСКИЕ ПОРЯДКИ В An

5.1.1. Внешний конус

Определение 5.2. Внешний конус с вершиной e – это мно-
жество

C = ext(P ) ≡
⋃

x∈int(Q)

l+(e, x),

где Q — связная часть порядка P .
Множество C, как легко видеть, действительно есть конус.

Его вершиной является точка e.

Предложение 5.1. Если x0 — внутренняя точка множе-
ства Q, то существует луч l+(v, y) ⊂ l+(e, x0), целиком ле-
жащий в int(Q). Более того, для некоторого ε > 0 конус

⋃

w∈B(y,ε)

l+(v, w)

лежит целиком в int(Q) (0 < ε < |v − y|).
Доказательство.

Это следует из условия А) и из того, что P есть поря-
док, ибо если x0 ∈ int(Q), то найдется δ > 0 такое, что
B(x0, δ) ⊂ int(Q). Однако поскольку Px ⊂ P , x ∈ B(x0, δ),
то, обозначив через t сдвиг, переводящий e в x0, получим
B(t(x0), 2δ) ⊂ int(Q). Так как Pt(x) ⊂ P для x ∈ B(x0, δ), то
отсюда следует, что B(t(t(x0)), 3δ) ⊂ int(Q) и т. д. Найдется
натуральное число m такое, что

B(t(. . . t︸ ︷︷ ︸
m−раз

(x0) . . .), (m + 1)δ) ∩B( t(. . . t︸ ︷︷ ︸
(m−1)−раз

(x0) . . .),mδ) 6= ∅.

Понятно, что повторение описанной процедуры будет да-
вать шар, который имеет с предыдущим непустое пересече-
ние. Искомая точка y равна t(. . . t︸ ︷︷ ︸

m−раз

(x0) . . .). Остальная часть

утверждения очевидна.
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Лемма 5.1. P ⊂ C.
Доказательство.

(a) Если x ∈ Q и x является пределом последовательности
{xn}, где xn ∈ int(Q), то последовательность лучей {l+(e, xn)}
сходится к лучу l+(e, x̃). Ясно, x ∈ l+(e, x̃) и l+(e, x̃) ⊂ C, т. е.
x ∈ C.

(b) Пусть x ∈ Q, но ситуация, описанная в пункте
(a), не имеет места. Предположим, что x 6∈ C. Поскольку
Px ⊂ P , то существует последовательность точек {xm}, xm ∈
Q \ int(Q) (m = 1, 2, . . .) такая, что |xm − xm+1| = |x − e| и
x1 = x. В самом деле, если t — сдвиг, переводящий e в x, то
xm = t(. . . t︸ ︷︷ ︸

m−раз

(x) . . .).

Ясно, {xm} 6⊂ C. Так как множество C замкнутое, то суще-
ствует ε > 0 такое, что конус

Kε =
⋃

v∈B(x,ε)

l+(e, v)

не имеет общих точек с конусом C, кроме точки e. Пусть z ∈
int(Q) – такая точка, что λ ≡ l+(e, z)\[e, z) ⊂ int(Q). Положим
ρ = |e− z|. Найдется число m0 > 0, для которого B(xm0 , 2ρ) ⊂
Kε. Значит, t(λ)∩B(xm0 , 2ρ) 6= ∅, где t – сдвиг, переводящий e в
xm0 , т.е. существует точка y ∈ t(λ) такая, что y ∈ int(Qxm0

) ∩
Kε. Но Kε ∩ int(Q) = ∅, и, значит, Kε ∩ int(Qxm0

) = ∅, что
противоречит только что полученному утверждению. Значит,
на самом-то деле x ∈ C.

Лемма 5.1 доказана.

Очевидно, имеет место равенство

C = ext(P ) =
⋃

x∈Q

l+(e, x). (5.1)

Лемма 5.2. Конус C является выпуклым.
Доказательство. Предположим, что утверждение леммы
неверно. Тогда найдутся точки x, y ∈ ∂C такие, что для лю-
бой v ∈ (x, y) имеем v 6∈ C. Так как C = C, то существует
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точка v0 ∈ (x, y) и число ε > 0, для которых B(v0, ε) ∩ C = ∅.
Пусть p′, q′ ∈ int(Q) такие точки, что для точек p, q, лежащих
соответственно на лучах l+(e, p′) и l+(e, q′), имеем

[p, q] ∩B(v0, ε) 6= ∅. (5.2)

Без ограничения общности можно принять, что p 6= p′, q 6=
q′, l+(p, p′) ⊂ l+(e, p′), l+(q, q′) ⊂ l+(e, q′) и l+(p, p′)\[e, p) ⊂
int(Q),

λ ≡ l+(q, q′)\[e, q) ⊂ int(Q). (5.3)
Рассмотрим конус Cp. Луч [l+(q, q′)]p параллелен лучу

l+(q, q′), а значит, пересекается с конусом
⋃

w∈B(v0,ε)

l+(e, w). (5.4)

Двигая теперь конус Cp вдоль луча l+(p, p′), мы легко най-
дем точку w ∈ l+(p, p′) такую, что луч t(λ) (см. (5.3)), где t –
сдвиг, переводящий e в w, будет пересекаться с конусом (5.4).
Но t(λ) ⊂ int(Qw), а конус (5.4) лежит вне конуса C. Значит,
найдется точка w̃ ∈ t(λ) такая, что w̃ 6∈ C. Но w̃ ∈ int(Qw),
и так как Pw ⊂ P , то w̃ ∈ int(Q). Откуда w̃ ∈ C. Получаем
противоречие с тем, что получили выше.

Лемма 5.2 доказана.

В силу условия Б) внешний конус C имеет острую вершину.
Собственно говоря, в условии Б) мы как раз имели в виду
внешний конус.

Предложение 5.2. Из условия Б) следует, что существу-
ет гиперплоскость H, проходящая через точку e и для кото-
рой имеем

H ∩Q = ∅, C ∩H = {e}.

Мы сохраняем обозначение H для такой гиперплоскости
на протяжении всего параграфа. Пусть также H+ замкнутое
полупространство, порожденное H, содержащее множество P ,
а H− = An\int(H+).

Если Hx пересекается с Q, то множество Hx∩Q компактное.
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5.1.2. Линейчатый порядок

Определение 5.3. Порядок P называется внутренне ли-
нейчатым, если существует луч l+(e, x0) ⊂ int(C) ∪ {e}, где
x0 ∈ int(Q), такой, что любая прямая l, параллельная лучу
l+(e, x0), пересекается с множеством Q обязательно по лучу,
т.е. если l ‖ l+(e, x0), то l ∩Q – луч.

Определение 5.4. Порядок P называется гранично-
линейчатым, если он не является внутренне-линейчатым и
существует луч l+(e, x0) ⊂ ∂C, где x0 ∈ ∂C такой, что для
любой прямой l, параллельной лучу l+(e, x0), множество l∩Q
либо пусто, либо обязательно является лучом (т.е. l ∩ Q либо
пусто, либо луч).

Определение 5.5. Порядок P будем называть линейча-
тым, если он либо внутренне-линейчатый, либо гранично-
линейчатый.

Физическая интерпретация линейчатости. На первый
взгляд, условие линейчатости порядка кажется искусственным
и не имеющим физического смысла. Но в действительности
под линейчатостью скрывается вполне определенный взгляд
на природу причинности. Если x причина события y ∈ ∂Qx,
то в случае несвязного порядка P между x и y может не суще-
ствовать промежуточных событий, находящихся в причинно-
следственной связи с x, y. Другими словами, воздействие от
x передается скачком y. Однако для линейчатого порядка P
найдется луч Ly c началом y, целиком лежащий в Qx. На этом
луче лишь счетное число событий {xn}∞n=1 образуют причин-
но связанную цепочку, начинающуюся с y = x1. Естественно,
что все они должны лежать в Qx. Почему же остальные точки
луча Ly должны лежать в Qx, как это предполагает условие
линейчатости? Ответ очень простой: причина x – это всего
лишь толчок, запускающий непрерывный процесс Ly с нача-
лом в точке y. Для непрерывного процесса нет необходимости
требовать, чтобы события, его образующие, составляли при-
чинную кривую, любые два сколь угодно близкие события a, b
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которой должны находиться в причинном отношении a ¹ b
(или b ¹ a). Поясним сказанное на примере. Если x взрыв
пороха в патроне, находящегося в стволе ружья, а y начало
движения пули, вытолкнутой из ствола пороховыми газами,
то пуля летит по мировой линии Ly, и совсем нелепо считать,
что эти газы, давно рассеявшиеся, продолжают толкать пу-
лю в далеком от y состоянии a 6= y, которое она занимает на
линии Ly.

Остается понять, почему непрерывный процесс Ly дол-
жен быть прямолинейным лучом? Ответ также незатейливый.
Процесс Ly – это мировая линия материальной точки (тела),
движущейся по инерции. Именно движению по инерции, т.е
состоянию прямолинейного и равномерного движения мате-
риальной точки в пространстве или состоянию покоя, отве-
чают прямолинейные мировые линии в пространстве-времени
M. Закон инерции, т.е. первый закон Ньютона, и составляет
содержание условия линейчатости порядка P. Другими слова-
ми, предполагая выполнение закона инерции и дополняя его
принципом причинности в определенной форме, о которой бы-
ло сказано выше, мы должны требовать выполнение условия
линейчатости порядка.

В этом параграфе порядок P предполагается линейчатым.
Пусть

P̃ ≡ An\
⋃

e∈∂Qx

int(Qx). (5.5)

Тогда можно рассмотреть семейство P̃ = {P̃x : x ∈ An}, кото-
рое осуществляет вообще-то переход к связному линейчатому
порядку.

Лемма 5.3. Если порядок P – линейчатый 1, то P̃ ⊂ C−,
где C− обозначает конус, центрально-симметричный конусу
C, относительно точки e.
Доказательство. Пусть x ∈ P̃ . Возможны четыре случая:

1Лемма справедлива и для нелинейчатого порядка.
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1) x ∈ int(C);
2) x ∈ ∂C\{e};
3) x 6∈ C ∪ C−;
4) x ∈ C−.
Четвертый случай сразу же ведет к утверждению леммы.

Поэтому последовательно рассмотрим первые три.
Так как x ∈ P̃ , то для любой точки z такой, что e ∈ ∂Qz,

имеем x 6∈ int(Qz), т.е.

x 6∈
⋃

e∈∂Qz

int(Qz). (5.6)

1) Итак, x ∈ int(C). Пусть z ∈ l+(e, x) самая дальняя
от e точка, принадлежащая ∂Q. Такая точка найдется, ибо
l+(e, x) ⊂ int(C) ∪ {e}. Более того, этот луч проходит обя-
зательно (см. определение 5.2) через некоторую точку y ∈
int(Q). Значит, луч l+(z, v) ⊂ l+(e, x), где z < v ∈ l+(e, x),
таков, что l+(z, v)\{z} ⊂ int(Q). Пусть t — сдвиг, переводя-
щий точку z в e. Тогда ∂t(Q) 3 e и x ∈ t(int(Q)). Но это
противоречит (5.6).

2) Пусть x ∈ ∂C\{e}. Возьмем точку v ∈ int(Q). Тогда со-
гласно предложению 5.1 существует круговой конус K с осью
L0 и вершиной w ∈ l+(e, v) такой, что K ⊂ int(Q). Рассмотрим
шары B(z, r(z)), где z ∈ L0, вписанные в K. Обозначим через
z0 такую точку, что r(z0) > |e− x|.

Положим l(e, x) = l+(e, x)∪L,L∩ l+(e, x) = {e}. Тогда луч
Lz0 обязательно пересекается с ∂Q. Пусть a ∈ Lz0 ∩ ∂Q такая
точка, что на [z0, a) нет точек из ∂Q. Ясно, что |z0 − a| ≥
r(z0) > |e− x|. Поскольку [z0, a) ⊂ int(Q), то, обозначив через
t сдвиг, переводящий a в e, получим

e ∈ ∂t(Q), x ∈ t(int(Q)).

Но это противоречит (5.6).
3) Пусть x 6∈ C∪C−. Воспользуемся конусом K, введенным

нами в 2), а также лучом L. Луч Lz0 обязательно пересекается
с ∂Q, ибо Lz0 ⊂ H−

z0
(см. предложение 5.2). Пусть a ∈ Lz0 –

ближайшая к z0 точка из ∂Q. Тогда (a, z0] 6= ∅ и более того
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(a, z0) ⊂ int(Q), |a− z0| ≥ r(z0) > |e−x|. Если t – сдвиг такой,
что t(a) = e, то

e ∈ ∂t(Q) и x ∈ t(int(Q)),

а это противоречит (5.6).
Лемма 5.3 доказана.

В этом пункте мы докажем важную лемму, которой вос-
пользуемся в дальнейшем.

Пусть Π – некоторое неограниченное множество, содержа-
щее точку e, лежащее внутри выпуклого замкнутого конуса K
с острой вершиной e.

Лемма 5.4. Если f :An→An – гомеоморфизм, сохраняющий
семейство {Πx : x ∈ An}, т.е. f(Πx) = Πf(x) для любой точки
x ∈ An, то существует множество Π′, содержащее точку
e и лежащее внутри конуса K, такое, что Π′ задает в An

порядок и, более того, f(Π′x) = Π′f(x), где x ∈ An произвольная
точка, т.е. f является Π′-автоморфизмом.

Доказательство.
Пусть

Π(0) = Π, Π(1) =
⋃

x∈Π

Πx, . . . , Π(n) =
⋃

x∈Π(n−1)

Π(n−1)
x , . . .

Π′ =
∞⋃

n=0

Π(n).

Покажем, что Π′ — искомый порядок. Предположим против-
ное, т.е. Π′ не задает порядка. Тогда существует точка x ∈ Π′

такая, что Π′x не является подмножеством множества Π′. Сле-
довательно, найдется точка y ∈ Π′x, которая не принадле-
жит Π′. Отсюда получаем, что для любого n = 0, 1, . . . точ-
ка y 6∈ Π(n), и в то же время существует m0 такой, что
y ∈ Π(m0)

x . Так как x ∈ Π′, то найдется m1, для которого имеем
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x ∈ Π(m1). Значит, x ∈ Π(m1)
x ⊂ Π(m1+1). Но, как легко видеть,

Π(k) ⊂ Π(k+1) (k = 0, 1, . . .). Поэтому

y ∈ Π(m0)
x ⊂ Π(max(m0,m1))

x ,

x ∈ Π(m1)
x ⊂ Π(max(m0,m1))

x ⊂ Π(max(m0,m1)+1),

т.е. y ∈ Π(max(m0,m1)+1). Но это противоречит тому, что y 6∈
Π(n) для любого n = 0, 1, . . ..

Полученное противоречие показывает, что Π′ задает поря-
док в An. Так как мы построили Π′ из семейства {Πx : x ∈
An}, использовав лишь теоретико-множественные операции,
то, очевидно, f будет сохранять порядок Π′.

Лемма 5.4 доказана.

Таким образом, с помощью леммы 5.4 мы можем от дан-
ного семейства множеств переходить к такому, которое задает
уже порядок в An. Причем сохраняется свойство инвариант-
ности семейства по отношению к рассматриваемому гомеомор-
физму.

Предложение 5.3. Обозначим через ord(Π) множество
Π′ из леммы 5.4, полученное из множества Π, удовлетво-
ряющего условиям леммы 5.4. Если Π задает порядок, то
ord(Π) = Π. Когда же Π не задает порядка, то ord(Π) его
задает.

Доказательство. Очевидно.

Нетрудно также заметить, что если Π — линейчатое по от-
ношению к лучу L линейно-связное множество, то ord(Π) будет
линейчатым по отношению к лучу L и линейно-связным.

Если P — линейчатый порядок по отношению к лучу L0 =
l+(e, x0), то введем в рассмотрение следующий луч:

L−0 = (l(e, x0)\L0) ∪ {e}.
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Лемма 5.5. Пусть P — линейчатый порядок по отноше-
нию к лучу L0. Тогда существует линейчатый относитель-
но L−0 порядок P ′, который линейно-связный; L−0 ⊂ P ′; и лю-
бой непрерывный P-автоморфизм будет P ′-автоморфизмом.
Кроме того, P ′ ⊂ C−.
Доказательство.

(a) Множество P̃ (см. (5.5)) линейчато относительно L−0 .
В самом деле, пусть x ∈ P̃ . Достаточно показать, что L−0x ⊂

P̃ . Предположим противное, и пусть y 6= x, y ∈ L−0x, но y 6∈ P̃ .
Тогда найдется z, для которой e ∈ ∂Qz и y ∈ int(Qz). Пусть
δ > 0 такое число, что B(y, δ) ⊂ int(Qz). Так как P линейчато
относительно L0, то L0y ⊂ Qz. Значит, x ∈ Qz. Но x ∈ P̃ , т.е.
существует точка v ∈ B(x, δ/2), но v 6∈ Qz. Тогда v ∈ L0w,
где w ∈ B(y, δ) — некоторая точка. Отсюда следует, что w ∈
int(Qz), а, значит, в силу линейчатости порядка P v ∈ Qz.
Получили противоречие.

(b) L−0 ⊂ P̃ . В самом деле, так как e ∈ P̃ , то методом,
изложенным в пункте (a), получаем требуемое.

(c) Обозначим через S ту часть множества P̃ , которая со-
единяется с e непрерывным путем, лежащим в P̃ . Множество
S не пусто в силу пункта (b) и удовлетворяет благодаря лемме
5.3 условиям леммы 5.4. Тогда ord(S) — линейчатый относи-
тельно L−0 линейно связный порядок в An (см. предложение
5.3).

Очевидно, P ′ = ord(S) — искомый порядок.
Лемма 5.5 доказана.

Лемма 5.6. Пусть порядок P удовлетворяет условиям А),
Б) и В). Тогда существует выпуклый конус K с острой вер-
шиной e и внутренними точками такой, что любой непре-
рывный P-автоморфизм f будет удовлетворять равенству

f(Kx) = Kf(x).

Доказательство. Пусть L1, . . . , Ln — лучи, о которых гово-
рится в условии В). Ясно, порядок P линейчатый по отноше-
нию к любому из этих лучей. Положим L−i = (l(e, xi)\Li)∪{e},
где xi ∈ Li(xi 6= e) — произвольная точка на Li.
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Если P ′ — порядок, полученный из P в соответствии с лем-
мой 5.5, то P ′ будет линейчатым по отношению к любому лучу
L−i . Более того, L−i ⊂ P ′ (i = 1, . . . , n) и P ′ ⊂ C−. Обозна-
чим через K контингенцию множества P ′ в точке e. Ясно, что
L−i ⊂ K (i = 1, . . . , n). По теореме 2.2 контингенция K есть
выпуклый конус с острой вершиной. Следовательно, K имеет
внутренние точки. Поскольку P ′ ⊂ C−, то P ′ удовлетворяет
условию теоремы 2.2 (теоремы 1 из [29]). Значит, K совпа-
дает с объединением всех направленных кривых (см. теорема
2.2 или [29, c.5]), исходящих из e. Отсюда следует, что любой
непрерывный P-автоморфизм f будет удовлетворять равен-
ству f(Kx) = Kf(x).

Лемма 5.6 доказана.

5.1.3. Доказательство теоремы A

Теорема 5.1 (А.К. Гуц, [82]). Пусть P – порядок в An, n ≥ 2,
удовлетворяющий условиям А), Б) и В)2. Тогда любой непре-
рывный P-автоморфизм f :An→An либо является аффинным
преобразованием, либо P есть квазицилиндр и f имеет вид

f = f0 ◦ d1 ◦ . . . ◦ dp, (5.7)

где f0 — аффинное преобразование, а di есть dEili или dEiLi .
Причем порядок, в котором стоят di, несуществен.
Доказательство. Пусть P – порядок, удовлетворяющий
условиям А), Б) и В). В силу леммы 5.6 любой непрерыв-
ный P-автоморфизм f будет сохранять семейство множеств
{Kx : x ∈ An}, где K — некоторый замкнутый выпуклый ко-
нус с острой вершиной. Причем int(K) 6= ∅. Очевидно, K зада-
ет связный порядок в An. Тогда по теоремам 2.4, 2.5 (теоремы
3, 4 А. Д. Александрова из [29]) гомеоморфизм f будет либо
аффинным преобразованием, либо представляется в виде

f = f0 ◦D1 ◦ . . . ◦Dm, (5.8)
2Условие В) является лишним, но доказать это не удалось.
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где f0 – аффинное преобразование, а Di есть dEiIi или dEiLi .
Причем порядок, в котором стоят смещения Di, несуществен.
Остается показать, что в случае, когда f имеет вид (5.8), P
— квазицилиндр, а f определяется формулой (5.7) 2. Но эта
ситуация достаточно подробно изучена в работе [29] в пп. 6.3–
6.8. Причем в этих рассуждениях А.Д. Александрова несуще-
ственно предположение о связности порядка. Следовательно,
мы убеждаемся, что (5.8) влечет квазицилиндричность поряд-
ка P 2.

Теорема 5.1 доказана.

5.2. Теоремы о несвязном порядке

Рассматриваем релятивистский порядок P = {Px = Qx ∪ {x} :
x ∈ An} в n-мерном аффинном пространстве An, n ≥ 2.

Предложение 5.4. Если P предпорядок в An, n ≥ 2, то

cont(P, e) ⊂ P ⊂ ext(P ).

Доказательство. См. теорему 2.2. и определение внешнего
конуса.

Предложение 5.5. Если P нетривиальный3 предпорядок
в An, n ≥ 2, такой, что int(P ) 6= ∅, то exp(P ) 6= An, т.е.
exp(P ) содержится в полупространстве.
Доказательство. См. [95, 107].

Пусть P = {Px = Qx ∪ {x} : x ∈ An} несвязный реля-
тивистский порядок в n-мерном аффинном пространстве An,
n ≥ 2.

Положим
σ(P) = {σ(Px) : x ∈ An},

2Точнее, либо f аффинно, либо P — квазицилиндр.
3То есть Px 6= {x}.



5.2. ТЕОРЕМЫ О НЕСВЯЗНОМ ПОРЯДКЕ 139

где
σ(Px) =

⋂

x∈Qy

Qy.

Предложение 5.6. Пусть P несвязный релятивистский
порядок в An, n ≥ 2, и int(P ) 6= ∅. Тогда

σ(P ) ⊂ ext(P ), ext(P ) 6= An.

Следовательно, σ(P) нетривиальный предпорядок.
Доказательство. См. [95, 107].

Определение 5.6. Порядок P называется k-линей-
чатым, k = 1, 2, ... (k ≤ n), если существуют лучи
L1(e, x1), ..., Lk(e, xk), не лежащие в одной (k−1)-мерной плос-
кости и удовлетворяющие условиям :

(a) Li(e, xi) ⊂ Ce;
(b) для любой прямой l параллельной любому из лучей

Li(e, xi) множество Q ∩ l либо пусто, либо является лучом.
Линейчатым порядком, или L-линейчатым порядком на-

зываем 1-линейчатый порядок относительно луча L.

Лемма 5.7. Семейство σ(P) является предпорядком в An.
Если P L-линейчатый предпорядок, то σ(P) L-линейчатый
связный предпорядок.
Доказательство. См. [95, 107].

Лемма 5.8. Если P n-линейчатый предпорядок в An, то
cont(σ(P ), e) содержит внутренние точки. Обратно, если
int cont(σ(P ), e) 6= ∅, то P = {Px} n-линейчатый предпо-
рядок. Если σ(P) связный предпорядок, то P линейчатый.
Доказательство. См. [95, 107].

Введем следующую слабую аксиому Эйнштейна:

(AEw). Для любых x, y ∈ An, если y ∈ Px, то
Px ∩ P−y является ограниченным множеством.
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Предложение 5.7. Предпорядок, удовлетворяющий слабой
аксиоме Эйнштейна, является порядком.

Доказательство. См. [95, 107].

Лемма 5.9. Если предпорядок P удовлетворяет слабой ак-
сиоме Эйнштейна, то cont(σ(P ), e) строго выпуклый конус.

Доказательство. См. [95, 107].

Замечание 5.1. Утверждение обратное утверждению лем-
мы 5.9 неверно. Достаточно рассмотреть предпорядок, зада-
ваемый множеством

P = {(0, 0)} ∪ {(x, y) ∈ IR2 : 2 + |x| ≤ y, |x| ≤ 1}∪

∪{(x, y) ∈ IR2 : 3 ≤ y, 1 ≤ |x|}.

Оно содержит прямую, но cont(σ(P ), e)) – конус с острой вер-
шиной.

Теорема 5.2 [95, 107]. Пусть P несвязный n-линейчатый
предпорядок в An, n ≥ 2, такой, что P удовлетворяет
слабой аксиоме Эйнштейна. Тогда любой непрерывный P-
автоморфизм f : An → An либо является аффинным преоб-
разованием, либо P есть квазицилиндр и f имеет вид

f = f0 ◦ d1 ◦ . . . ◦ dp, (5.9)

где f0 — аффинное преобразование, а di есть dEili или dEiLi .
При этом допустимы любые смещения di, и различные di

коммутируют. (Мы допускаем, что некоторые li – это лучи
Li.)

Доказательство. См. [95, 107].
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Следствие 5.1. Если P несвязный открытый или замкну-
тый n-линейчатый предпорядок в An, n ≥ 2, удовлетворяю-
щий слабой аксиоме Эйнштейна, то любой P-автоморфизм
либо является аффинным преобразованием, либо P есть ква-
зицилиндр и f имеет вид

f = f0 ◦ d1 ◦ . . . ◦ dp, (5.10)

где f0 — аффинное преобразование, а di есть dEili или dEiLi .
При этом допустимы любые смещения di, и различные di

коммутируют. (Мы допускаем, что некоторые li – это лучи
Li).

Определение 5.7. Релятивистский несвязный порядок P
является K-линейчатым, где K есть выпуклый конус с вер-
шиной e, если tx(K) ⊂ Q для каждой x ∈ Q. Здесь tx – парал-
лельный перенос, такой, что tx(e) = x.

Предложение 5.8. Если P есть K-линейчатый предпоря-
док, то K ⊂ σ(P ). Обратно, если σ(P) связный предпорядок,
то P есть cont[σ(P )]-линейчатый.

Определение 5.8. Порядок P называется максимально ли-
нейчатым, если он является ext(P )-линейчатым.

Теорема 5.3 [95, 107]. Пусть P максимально линейчатый
несвязный предпорядок и int(P ) 6= ∅. Тогда σ(P ) = ext(P ) и,
следовательно, Aut(P) ⊂ Aut(ext(P)). Обратно, если σ(P ) =
ext(P ), то P максимально линейчатый предпорядок.
Доказательство. См. [95, 107].

Предложение 5.9. Если P несвязный замкнутый предпо-
рядок с int P 6= ∅ и P ⊂ cont(σ(P ), e), то P максимально
линейчатый.
Доказательство. См. [95, 107].
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Рассмотрим сильную аксиому Эйнштейна

(AEs). Внешний конус ext(P ) строго выпуклый.

Предложение 5.10. Если максимально линейчатый
несвязный предпорядок P удовлетворяет слабой аксиоме Эйн-
штейна и int(P ) 6= ∅, то справедлива аксиома (AEs).
Доказательство. См. [95, 107].

5.3. Асимптотически линейчатый
порядок

Рассматриваем несвязный релятивистский порядок P = {Px =
Qx ∪ {x} : x ∈ An} в n-мерном аффинном пространстве An,
n > 2, внешний конус которого имеет острую вершину.

Определение 5.9. Порядок P асимптотически линейча-
тый, если существует число R > 0 такое, что для открытого
шара B(x,R) радиуса R с центром в точке x ∈ An множество
Pe \B(x,R) будет линейчатым.

Определение 5.10. Порядок P̃ = {P̃x : x ∈ An} называется
расширением порядка P = {Px : x ∈ An}, если, во-первых, для
любой точки x ∈ An мы имеем Px ⊂ P̃x; во-вторых, Aut(P) ⊂
Aut(P̃).

Понятие асимптотически линейчатого порядка, очевидно,
является ослаблением понятия линейчатого порядка. Учиты-
вая физическую интепретацию условия линейчатости как тре-
бование выполнения закона инерции, мы должны сказать, что
более слабое условие асимптотической линейчатости порядка
означает, что закон инерции считается выполняющимся лишь
по истечении достаточно большого времени с момента реали-
зации причины x, повлекшей и могущей повлечь следствия y,
образующие область воздействия Ox.
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Переходя на язык порядковых структур, ту же самую идею
можно сформулировать так: те или иные свойства или особен-
ности строения областей воздействия Px нам известны, вообще
говоря, только вне некоторого шара B(x,R) радиуса R, где R
– некоторое положительное (возможно очень большое) число,
т.е. на множестве Px \B(x, R).

Имеет место следующая

Теорема 5.4 (Н.Л. Шаламова, [231]). Пусть P = {Px :
x ∈ An} – несвязный асимптотически L-линейчатый реля-
тивистский порядок в An (n > 2) такой, что внешний конус
имеет острую вершину. Тогда его можно расширить до
L-линейчатого связного порядка.
Доказательство. Рассмотрим следующее семейство мно-
жеств, построенное для фиксированной точки e ∈ An:

T 1
e =

⋃
{Qz : z ∈ ∂Qe}, T 2

e =
⋃
{T 1

z : z ∈ ∂Qe}, ...

..., Tn
e =

⋃
{Tn−1

z : z ∈ ∂Qe}.
Здесь T i

z – это множество, получающееся из T i
e параллельным

переносом τez, переводящим точку e в точку z. Очевидно, что
найдется такое k0 ∈ N такое, что ρ(e, ∂T k0

e ) À R, так как
ρ(e, ∂T 1

e ) = 2d > 0, где d = ρ(e, ∂Qe) (под ρ(e,A) понимаем
обычное евклидово расстояние от точки до множества, то есть
ρ(e,A) = inf{ρ(e, x) : x ∈ A}).

Если наш исходный порядок L-линейчатый, то теорема вер-
на, т.к., переходя от семейства множеств P = {Px} к семейству
множеств Γ = {Υx}, где

Υx =
⋂
{Qz : x ∈ ∂Qz},

получаем уже связный L-линейчатый порядок.
Предположим теперь, что P не является L-линейчатым

порядком, то есть в множестве Pe ∩ B(e, R) найдется точка
z0 ∈ ∂Qe такая, что часть луча (z0, z1) ⊂ L0, L0 ‖ L, z0 6= z1,



144 Глава 5. НЕСВЯЗНЫЕ РЕЛЯТИВИСТСКИЕ ПОРЯДКИ В An

лежит в An \ (Pe ∪P−e ). Так как ρ(e, ∂T k0
e ) À R, то множество

T k0
e попадает в Qe \B(e,R), то есть в заведомо L-линейчатую

часть множества Pe. Поэтому и множество T k0
e ⊂ Qe \B(e, R);

более того, в Qe \B(e,R) содержится весь цилиндр

T =
⋃
{Lw : w ∈ T k0

e }.

Здесь и далее Lw – луч, параллельный L и исходящий из точки
w. Отсюда следует, что для любой точки z ∈ (z0, z1) множество
T k

e ⊂ Qe \B(e,R).
Если теперь f ∈ Aut(P)e – любой порядковый автомор-

физм, то

f(T 1
e ) = f(

⋃
{Qz : z ∈ ∂Qe}) =

⋃
{Qf(z) : f(z) ∈ ∂Qe} =

=
⋃
{Qw : w ∈ ∂Qe} = T 1

e .

Аналогично f(T k
z ) = T k

f(z) (k = 1, 2, ...). Следовательно, если
для некоторой точки z ∈ An \ (Pe ∪ P−e ) T k0

z ⊂ Qe, то для
любого f ∈ Aut(P)e имеем f(T k0

z ) = T k0
f(z) ⊂ Qe.

Итак, на данный момент нами доказано следующее: если
u0 любая точка из ∂Qe, в которой нарушается линейчатость
порядка P, то есть (u0, u1) ⊂ Lu0 , но (u2, u1) ⊂ An \ (Pe ∪P−e ),
то T k0

u ⊂ Qe для u ∈ (u0, u1) и
⋃{f(T k0

u ) : f ∈ Aut(P)e} ⊂ Qe.
Далее строим множество

P̃e = {u : u ∈ An \ (Pe ∪ P−e ), T k0
u ⊂ Qe}.

Очевидно, что для любого f ∈ Aut(P)e f(P̃e) = P̃e. Следу-
ет отметить, что в P̃e могут попасть и точки w0, находящиеся,
самое большое, в множестве Cp, где Cp – конус, равный и па-
раллельный Ce, p ∈ C−e , ρ(∂Ce, ∂Cp) = ρ(∂Ce, ∂T k0

e ). Однако
в любом случае семейство P̃ = {P̃x} состоит из L-линейчатых
множеств.

Построим по семейству множеств P̃ семейство множеств
K = {Kx}, где

Kx =
⋂
{P̃z : x ∈ ∂P̃z}.
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По построению видно, что Kx L-линейчатые множества, при-
чем Kx ⊂ Cpx, где Cpx = τ(Cp), τ – параллельный перенос, пе-
реводящий точку e в точку x. Покажем, что Kx ⊂ Cx, x ∈ An.
Достаточно показать, что Ke ⊂ Ce. Предположим противное,
пусть найдется точка w0 ∈ Ke, w0 ∈ Cp \ Ce. Тогда либо
w0 ∈ C−e , либо w0 ∈ Cp \ (Ce ∪ C−e ).

Пусть w0 ∈ C−e . Возьмем произвольную точку v0 ∈ P̃e и
рассмотрим прямую λv0 , v0 ∈ λv0 , параллельную лучу Lw0e,
проходящему через точки e и w0. Очевидно, что эта прямая
пересечет конус ∂Cp в некоторой точке u1 (напоминаем, что
Ce – конус с острой вершиной, то есть не содержит никакой
прямой). Обозначим через vλ такую точку прямой λv0 , что
ρ(u1, vλ) = inf{ρ(u1, v) : v ∈ λv0 ∩ P̃e}.

Если теперь τ – это такой параллельный перенос, что
τ(u1) = e, то, очевидно, множество ∂P̃x, где x = τ(e), со-
держит точку e, но не содержит точки w0. Поэтому и мно-
жество Ke =

⋂ {̃Pz : e ∈ ∂P̃z} не содержит точки w0. Случай
w0 ∈ Cp \ (Ce ∪ C−e ) исключается аналогичными рассуждени-
ями. Поэтому всегда имеем Ke ⊂ Ce, Kx ⊂ Cx.

Если семейство множеств K = {Kx} не задает порядка в
An, то по нему можно построить согласно лемме 5.4 новое се-
мейство множеств K̃ = {K̃x}, также L-линейчатое, но которое
уже будет задавать связный L-линейчатый порядок. Таким об-
разом, мы расширили наш несвязный порядок P = {Px} до
L-линейчатого связного порядка K̃ = {K̃x}.

Теорема 5.4 доказана.



Глава 6

ОДНОРОДНЫЕ
ПОРЯДКИ В An

В этой главе рассматриваются однородные релятивистские по-
рядки в аффинном пространстве.

Однородность порядка P – это равноправность1 событий,
входящих в области воздействия P . Поскольку материя со-
стоит либо их фотонов, летящих со скоростью света, либо из
тардионов, двигающихся с досветовой скоростью, и оба типа
частиц, перемещаясь, меняют места в постранстве и во вре-
мени, то однородность порядка – это равноправность мест (и
направлений) в пространстве и во времени, входящих в состав
областей воздействия. Если при этом мы концентрируем вни-
мание на воздействиях, осуществляемых посредством только
фотонов, то говорим о граничной однородности порядка; в слу-
чае же тардионов – о внутренней однородности.

Равноправие, касающееся мест, которые занимаются при
перемещении тахионов – гипотетических частиц, двигающих-
ся быстрее света, мы называем внешней однородностью поряд-

1Равноправность означает одинаковость топологических и причинных
свойств малых окрестностей событий, входящих в состав областей воз-
действия.
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ка P. Эти места в разные моменты времени лежат вне «свето-
вых конусов», т.е. вне множества P ∪ P−.

Теория связных однородных порядков, инвариантных от-
носительно группы параллельных переносов, в аффинном про-
странстве была развита в работах Э.Б. Винберга [62, 63] и
А.Д.Александрова [20]. Аналогичная теория несвязных одно-
родных порядков до сих пор не построена. Тем не менее це-
лый ряд интересных результатов в этой области, был получен
Н.Л.Шаламовой [223, 224, 225, 226, 227, 228].

В данной главе мы приводим теоремы, касающиеся од-
нородных порядков в аффинном пространстве, инвариант-
ных относительно либо группы параллельных переносов, либо
некоммутативной основной аффинной группы Ли.

6.1. Определение однородных
порядков и примеры

Обозначим через Aut(P)x стабилизатор группы Aut(P) в точ-
ке x. Группа Aut(P)x состоит из таких f ∈ Aut(P), для кото-
рых f(x) = x.

Определение 6.1. Порядок P называется гранично одно-
родным или ∂-однородным, если группа Aut(P)e действует
транзитивно на ∂Pe \ {e}. Порядок P называется внешне од-
нородным или ext-однородным, если группа Aut(P)e действует
транзитивно на An \ (P−e ∪ Pe). Наконец, порядок P называ-
ется внутренне однородным или int-однородным, если группа
Aut(P)e действует транзитивно на int(Pe).

Пример 6.1. Релятивистский эллиптический конический
порядок

Px = {y = (y1, ..., yn) ∈ IRn : yn − xn ≥
√√√√

n−1∑

i=1

(yi − xi)2},

x = (x1, ..., xn), n ≥ 3,
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является одновременно int−, ∂− , and ext-однородным.

Пример 6.2. Релятивистский конический порядок

Px = {y = (y1, ..., yn) ∈ IRn : yn − xn >

√√√√
n−1∑

i=1

(yi − xi)2} ∪ Lx,

x = (x1, ..., xn), n ≥ 3,

где Lx есть луч с вершиной x и направляющим вектором ξ
таким, что

(ξn)2 =
n−1∑

i=1

(ξi)2,

является int− и ext-однородным, но не ∂-однородным.

6.2. Несвязные гранично однородные
порядки

Предложение 6.1. Любой ∂-однородный несвязный пред-
порядок P либо открытый, либо замкнутый.
Доказательство. Пусть существует точка x0 ∈ ∂Q ∩ Q и
x ∈ ∂Q произвольная точка. Тогда существует g ∈ Aut(P)e

такой, что g(P ) = P, g(x0) = x. Так как g(e) = e и g биекция,
то g(Q) = Q и поэтому x = g(x0) ∈ g(Q) = Q. Итак, если
существует точка x0 ∈ ∂Q∩Q, то ∂Q ⊂ Q, т.е. предпорядок P
замкнутый. Если же ∂Q ∩ Q = ∅, то Q открытое множество,
т.е. предпорядок P открытый.

Предложение 6.1 доказано.

Рассмотрим следующую слабую аксиому Эйнштейна:

(AEw). Для любых x, y ∈ An, если y ∈ Px, то
Px ∩ P−y является ограниченным множеством.
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Теорема 6.1. Пусть P несвязный ∂-однородный нетриви-
альный порядок, удовлетворяющий слабой аксиоме Эйнштей-
на. Тогда

1) int(Q) 6= ∅, т.е. предпорядок P либо открытый, либо
замкнутый с внутренними точками;

2) каждый P-автоморфизм является гомеоморфизмом.
Доказательство. Предположим, что утверждение 1)
неверно, т.е. int(Q) = ∅. Тогда ∂Q = Q. Следовательно, груп-
па Aut(P)e действует транзитивно на Q. Возьмем a ∈ Q.
Taкая точка существует, ибо порядок P нетривиальный. Ес-
ли t перенос, переводящий e в a, то b = t(a) ∈ Q. Найдет-
ся P-автоморфизм g ∈ Aut(P)e, для которого g(b) = a. Но
a ¹ b или g(b) ¹ b, поэтому в силу монотонности g имеем
g(g(b)) ¹ g(b) ¹ b, и, вообще,

gm+1(b) ≡ g(...g︸ ︷︷ ︸
(m+1)−раз

(b)...) ¹ g(...g︸ ︷︷ ︸
m−раз

(b)...) ≡ gm(b) ¹ b.

Последовательность {gm(b)} бесконечна, ибо с самого на-
чала a 6= b, и поэтому в силу биектнвности P-автоморфизма g
для каждого m имеем: gm(b) 6= gm+1(b). Далее, для каждого m
имеем gm(b) ∈ P ∩ P−b . Но множество P ∩ P−b ограничено, ибо
порядок P удовлетворяет слабой аксиоме Эйнштейна. Следо-
вательно, последовательность {gm(b)} имеет предельную точ-
ку. Пусть ε > 0 столь малое число, что

B(e, ε) ∩Q = ∅, (6.1)

а точки gm(b), gk(b) таковы, что gm(b) ¹ gk(b) и

|gm(b)− gk(b)| < ε.

Если t1 перенос, переводящий gm(b) в e, то

P = t1(Pgm(b)) 3 t1(gk(b)).

Значит, t1(gk(b)) ∈ B(e, ε) ∩Q. Это противоречит (6.1).
Итак, утверждение 1) теоремы справедливо. Утверждение

2) вытекает немедленно благодаря теореме 2.1.
Теорема 6.1 доказана.
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Следствие 6.1. Если P несвязный нетривиальный ∂-
однородный замкнутый порядок, удовлетворяющий аксиоме
(AEw), то Q = int(Q).
Доказательство. Действительно, int(Q) 6= ∅ в силу теоре-
мы 6.1. Если x0 ∈ ∂Q и существует такое ε > 0, что

B(x0, ε) ∩ int(Q) = ∅,
то в силу однородности подобным свойством обладают все
точки границы ∂Q. Но любая точка x1 ∈ int(Q) \ int(Q) яв-
ляется граничной. В то же время для любого ε > 0 имеем
B(x1, ε) ∩ int(Q) 6= ∅. Противоречие.

Определение 6.2. Релятивистский несвязный порядок P
является K-линейчатым, где K есть выпуклый конус с вер-
шиной e, если tx(K) ⊂ Q для каждой x ∈ Q. Здесь tx – парал-
лельный перенос, такой, что tx(e) = x.

Определение 6.3. Конус

ext(Px) =
⋃

y∈Px\{x}
l+(x, y)

с вершиной x, где l+(x, y) – луч с началом x и проходящий
через y, называется внешним.

Внешний конус есть замкнутый выпуклый конус в An.
Вводим следующую сильную аксиому Эйнштейна:

(AEs). Внешний конус ext(Px) имеет острую вер-
шину x, т.е. не содержит никаких прямых.

Справедлива следующая

Теорема 6.2. Пусть P релятивистский несвязный
∂-однородный K-линейчатый (int(K) 6= ∅) порядок в An,
n ≥ 2, удовлетворяющий аксиоме (AEw). Тогда справедливы
следующие утверждения:
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1) Aut(P) ⊂ Aff(An);

2) порядок P = {Px : x ∈ An} является ext(P )-
линейчатым, и Aut(P) ⊂ Aff(An);

3) выполняется аксиома (AEs), причем

ext(P ) = cont(σ(P ), e);

4) конический порядок ext(P) = {ext(Px) : x ∈ An} до-
пускает аффинную группу G, состоящую из ext(P)-
автоморфизмов; стабилизатор в x которой действует
транзитивно на int(ext(Px));

5) множество Qx является выпуклым и выделяется из
ext(Px) гиперплоскостями, отсекающими от ext(Px)
конечный объем;

6) Aut(P) есть подгруппа группы G.
Доказательство. См. [90, 95, 107].

6.3. Классификация несвязных
гранично однородных порядков

Теорема 6.2 позволяет классифицировать релятивистские
∂-однородные несвязные K-линейчатые порядки, удовлетво-
ряющие аксиоме (AEw). Это сводится к классификации int-
однородных выпуклых конусов в An, n ≥ 3, и вычислению
группы G. Тогда ∂Qx есть орбита группы Aut(P)x ⊂ Gx. Груп-
па G была вычислена Э.Б.Винбергом в [62] (гл.III, § 2, Пред-
ложение 1) и в [63].

Опишем релятивистские несвязные ∂-однородные порядки
в An, n = 3, 4, используя для точек x ∈ An аффинные коор-
динаты x = (x1, ..., xn).
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n = 3

1)

P =
{

x ∈ A3 : x3 ≥
√

1 + x2
1 + x2

2

}
∪ {(0, 0, 0)},

Px = tx(P ),

где tx – параллельнй перенос такой, что tx((0, 0, 0)) = x,

ext(P ) =
{

x ∈ A3 : x3 ≥
√

x2
1 + x2

2

}
.

2)

P = {x ∈ A3 : x1x2x3 ≥ 1 & xi ≥ 0 (i = 1, 2, 3)} ∪ {(0, 0, 0)},

Px = tx(P ),

и
ext(P ) = {x ∈ A3 : xi ≥ 0 (i = 1, 2, 3)}.

n = 4

1)

P =



x ∈ A4 : x4 ≥

√√√√1 +
3∑

i=1

x2
i



 ∪ {(0, 0, 0, 0)},

Px = tx(P ), tx((0, 0, 0, 0)) = x,

ext(P ) =



x ∈ A4 : x4 ≥

√√√√
3∑

i=1

x2
i



 .

2)

P = {x ∈ A4 : x1x2x3x4 ≥ 1 & xi ≥ 0 (i = 1, 2, 3, 4)}∪{(0, 0, 0, 0)},

Px = tx(P ),
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ext(P ) = {x ∈ A4 : xi ≥ 0 (i = 1, 2, 3, 4)}.
3) ∂Q – множество точек, которое получим, когда одна поло-
вина гиперболоида

{(0, x2, x3, x4) : x2
4 − x2

2 − x2
3 = 1 & x4 ≥ 0}

движется так, что ее вершина принадлежит гиперболе

{(x1, 0, 0, x4) : x1x4 = 1 & x1, x4 ≥ 0},
ext(P ) = L× C,

где L есть луч и C – эллиптический 3-мерный конус.

6.4. Внешне однородные порядки

Определение 6.4. Несвязный порядок P особый, если мно-
жество

σ(Qx) = {y ∈ An : Qx ⊂ Qy & y 6= x}
совпадает с Q−

x , где Q−x = P−x \ {x}.
Порядок P особый тогда и только тогда, когда

Qx = {y ∈ An : Qy ⊂ Qx & y 6= x}.
Вводим следующие условия:

(C1). Внешний конус ext(Px) не является полупро-
странством.

(C2). Порядок P замкнутый, int(Px) 6= ∅, и ∂Qx ⊂
int(Qx).

Теорема 6.3. (Н.Л. Шаламова). Пусть P релятивистский
ext-однородный порядок в An, n ≥ 2, удовлетворяющий усло-
виям (C1), (C2). Тогда порядок P связный, исключая, быть
может, особый несвязный порядок.
Доказательство. См. [226].

Нам неизвестен пример особого порядка.
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Теорема 6.4. (Н.Л. Шаламова). Пусть P связный реляти-
вистский ext−однородный порядок, удовлетворяющий следу-
ющим условиям:

1) int(cont(Px, x)) 6= ∅,
2) существует окрестность Ux точки x, для которой

Ux ∩ Px ∩ P−x = {x}.

Тогда P есть эллиптический конический порядок.
Доказательство. См. [226, 225].

6.5. Внутренне однородные порядки

Теорема 6.5. (Н.Л. Шаламова). Пусть P релятивистский
несвязный порядок в An, n ≥ 2, удовлетворяющий условиям
(AEs), (C2). Тогда P не является int-однородным.
Доказательство. См. [226, 225].

6.6. Нерелятивистские однородные
порядки

Порядок P называется сравнимым, если для любого Px и па-
раллельного переноса tx такого, что tx(x) = e либо tx(Px) ⊂ P ,
либо t−1

x (P ) ⊂ Px.

Теорема 6.6 [122]. Пусть P произвольный сравнимый по-
рядок в A3. Тогда порядок является либо ∂-однородным, либо
int-однородным, либо ext-однородным в том и только в том
случае, когда семейство P состоит из равных и параллель-
ных эллиптических конусов.
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Основной аффинной группой Ли Ta называется веществен-
ная связная и односвязная группа Ли, алгебра Ли которой
изоморфна полупрямому произведению группы параллельных
переносов пространства An−1 и подобий в An.

Основная аффинная группа Ли в полупространстве IRn
+ =

{(x1, ..., xn) ∈ IRn : xn > 0} представляется в виде преобразо-
ваний

(x1, ..., xn) → (λx1 + α1, ..., λxn−1 + αn−1, λxn),

λ > 0, α1, ..., αn−1 ∈ IR.

Алгебра Ли основной аффинной группы Ли Ta задается в
некотором базисе {X1, ..., Xn} с помощью следующих комму-
тационных соотношений:

[Xn, Xi] = Xi (i = 1, ..., n).

Группа Ta реализуется как просто транзитивная подгруппа
группы изометрий пространства Лобачевского Ln. Поэтому
вместо Ta-инвариантных порядков в An можно изучать Ta-
инвариантные порядки в Ln.

Орбиту однопараметрической подгруппы группы Ta в Ln

назовем квазипрямой, а орбиту однопараметрической подпо-
лугруппы группы Ta – квазилучом. Теперь из этих объектов
по аналогии с аффинной геометрией можно построить квази-
плоскости, квазиконусы и квазиконтингенции и т.д. [80, 97].

Если M подмножество в Ln, а e фиксированная точка в
Ln, то через Mx обозначаем множество tx(M), где tx ∈ Ta,
tx(e) = x.

Пусть P = {Px : x ∈ Ln} Ta-инвариантный порядок в
n-мерном пространстве Лобачевского Ln.

Для связных порядков справедлива

Теорема 6.7 [122]. Пусть связный Ta-инвариантный поря-
док P в Ln, n ≥ 3, удовлетворяет условиям:

1) имеется окрестность U фиксированной точки e такая,
что U ∩ Pe ∩ P−e = {e}, где P−x = {y : x ∈ Py};



156 Глава 6. ОДНОРОДНЫЕ ПОРЯДКИ В An

2) квазиконтингенция qc(Pe, e) 6= L×K, где L,K квазико-
нусы и int(qc(Pe, e)) 6= ∅.

Тогда P не может быть ни int−, ни ∂−, ни ext-
однородным.

Этот результат согласуется с аналогичным, полученным
для трехмерных разрешимых групп Ли (см. § 10.6).

Внешний квазиконус с вершиной e для Px - это множество

ext(Px) =
⋃

y∈Qx

l+(x, y),

где l+(x, y) квазилуч с началом x, проходящий через точку
y, y 6= x.

Рассмотрим условия:
L1) внешний квазиконус ext(Px) имеет острую вершину, т.е.

не содержит никакой квазипрямой;
L2) порядок P является K-линейчатым, т.е. если y ∈ Qx, то

Ky ⊂ Qx; int(Kx) 6= ∅,Ke 6= L×K1, где K,K1 – квазиконусы,
L – квазилуч.

Теорема 6.8 [122]. Пусть несвязный Ta-инвариантный по-
рядок P в Ln, n ≥ 3, удовлетворяет условиям L1) и L2). Тогда
каждый P-автоморфизм является квазиаффинным преобра-
зованием, т.е. каждую квазипрямую отображает на квази-
прямую.

Теорема 6.9 [122]. Пусть несвязный Ta-инвариантный по-
рядок P в Ln, n ≥ 3, удовлетворяет условиям L1) и L2). Тогда
он не является ни int−, ни ∂−, ни ext−однородным.

В заключение можно сказать, что, по всей видимости, од-
нородность свойственна релятивистским порядкам. В таком
случае полная теория однородных порядков в аффинном про-
странстве близка к своему окончательному построению.



Глава 7

СВЯЗНАЯ
ХРОНОГЕОМЕТРИЯ

В этой главе излагается еще одна возможная аксиоматическая
причинная теория пространства-времени Минковского.

7.1. Профизические и философские
предпосылки причинной
аксиоматики

Целью этого параграфа является напоминание о тех основ-
ных философских и физических принципах, на которых мо-
жет основываться аксиоматическое построение специальной
теории относительности, точнее, четырёхмерной псевдоевкли-
довой геометрии сигнатуры (+−−−), которая известна в фи-
зических теориях как пространство-время Минковского.

Определение 7.1. Пространство-время Минковского – это
четырёхмерное псевдоевклидово пространство 1E4 сигнатуры
(+−−−), метрика которого в ортонормированной системе ко-
ординат x1, x2, x3, x4 имеет вид

157
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ds2 = dx2
4 − dx2

1 − dx2
2 − dx2

3. (7.1)

Метрика (7.1) инвариантна относительно десятипараметриче-
ской группы преобразований Π, состоящей из группы пере-
носов T , вращений и псевдовращений и называемой группой
Пуанкаре.

Группа переносов T может быть отождествлена с че-
тырёхмерным векторным пространством v(1E4), ассоцииро-
ванным с аффинной структурой пространства 1E4.

Поскольку каждой точке x псевдоевклидова пространства
можно однозначно поставить в соответствие вектор ~ex ∈
v(1E4), где e – фиксированная точка из 1E4, то пространство-
время Минковского можно рассматривать как векторное про-
странство T , являющееся абелевой топологической группой (с
естественной топологией).

Таким образом, будем исходить из представления, что
пространство-время – это абелева топологическая группа. Та-
кова одна из формальных предпослок излагаемой в этой гла-
ве аксиоматики пространства-времени специальной теории от-
носительности. Необходимо еще перечислить философские и
профизические предпосылки. Они неизбежны, поскольку на-
ша цель – аксиоматизация геометрии, которая сама по себе,
быть может, не заслуживала внимания, но она стала объек-
том столь пристального изучения благодаря тому, что связана
с одной из самых значительных физических теорий. Собствен-
но говоря, то, что исследуется псевдоевклидова геометрия, а
не теория относительности, скрывает в себе такое важное об-
стоятельство, как имевший место факт геометризации теории
относительности. Последнее сделано Минковским. Геометри-
зация физической теории – это, по существу, этап в ее ак-
сиоматизации, ибо геометрия всегда представляла историче-
ский образец формулирования теории. Однако аксиоматиза-
ция не просто образец систематичности и строгости; это еще
инструмент прояснения и очищения. Аксиоматизируя физи-
ческую теорию, мы вскрываем ее сущность. И здесь большое
значение имеют философские и профизические предпосылки
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аксиоматической теории. Они помогают сделать правильный
выбор первичных понятий и аксиом.

В основе излагаемой ниже аксиоматики лежит представле-
ние о пространстве-времени, развитое в работах Минковского
[185], Робба [326] и А.Д.Александрова [40]

Исходным является представление о пространстве-времени
как о мире или о многообразии элементарных (атомарных) со-
бытий. Элементарное событие – это явление, протяжением ко-
торого в пространстве и во времени можно пренебречь. Подру-
зумевается, что все явления состоят из элементарных событий.
Событие подобно точке в геометрии Евклида. Оно неделимо,
первично. Такой подход позволяет нам повторить путь Евкли-
да и прийти к геометрической теории пространства-времени.

Многообразие событий должно представлять окружающий
нас материальный мир. Материя существует не иначе, как в
движении. Движение проявляется во взаимном воздействии
тел друг на друга. Поэтому события также воздействуют друг
на друга. Пытаясь проследить процесс воздействия, мы упро-
щаем картину взаимодействия, концентрируем внимание на
смене состояний и тем самым выделяем причины и следствия.
Мир предстает перед нами как совокупность самых разнооб-
разных цепей причинно-следственных связей между события-
ми.

Таким образом, если рассматривать мир, разверты-
вающийся в пространстве и во времени, как совокуп-
ность взаимодействующих явлений, то можно попытаться
представить пространство-время как совокупность (множе-
ство) M элементарных событий, подчиненных причинно-
следственным отношениям (связям). Иначе говоря, прост-
ранственно-временная структура мира есть не что иное, как
его причинно-следственная структура, взятая в соответству-
ющей абстракции [40]. Следовательно, метрическая структу-
ра пространства-времени, фигурировавшая в определении 7.1,
вторична, «выводима» из причинной структуры.

Нами сформулированы основные идеи причинной тео-
рии пространства-времени. Причинно-следственное отноше-
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ние предполагается несимметричным, и в этом отражена на-
блюдаемая сущность времени. Поэтому причинная связь при
формализации моделируется отношением (частичного) поряд-
ка.

7.2. Связная аксиоматика
Мира Минковского

Система аксиом, к изложению которой мы переходим, ос-
новывается на определении пространства-времени, данном
А.Д.Александровым (см. § 2.1, [40]). Согласно этому опре-
делению, пространство-время есть множество M всех собы-
тий в мире, отвлеченное от всех его свойств, кроме тех, кото-
рые определяются отношениями воздействия одних событий
на другие.

1. Исходные понятия. M (множество), x, y, ...(элементы
множества M), Px, Py, ... (подмножества множества M), P =
{Px : x ∈M}, Aut(P) (подмножество множества MM).

Пространство-время специальной теории относительности
– это структура

〈M,P, Aut(P)〉.

2. Аксиомы порядка.

AC1. Семейство множеств P = {Px : x ∈ M} за-
дает нетривиальный порядок на M, т.е. вы-
полняются условия:
1) x ∈ Px;
2) если y ∈ Px, то Py ⊂ Px;
3) x 6= y, то Px 6= Py;
4) Px 6= {x}.

AC2. Порядок P – плотный, т.е. если y ∈ Px, то
Px ∩ P−y 6= {x, y}.
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3. Аксиомы топологической и групповой структур.

Пусть B семейство подмножеств множества M вида (Px ∩
P−y ) \ Axy, где Axy – объединение всех линейно упорядочен-
ных интервалов Pa ∩ P−b ⊂ Px ∩ P−y , b ∈ Pa таких, что либо
a = x, либо b = y. На M рассматривается топология T≤ с
предбазой B.

AC3. 〈M, T≤〉 является связной локально ком-
пактной хаусдорфовой топологической группой.

Подполугруппа M называется максимальной, если из M ⊂
H ⊂ M следует H = M или H = M. Подполугруппа M нор-
мальная, если для любого a ∈M имеем aM = Ma.

AC4. Существует x ∈ ∂Pe \ {e}, для которого
⋃

e,x∈∂Py

Py

есть максимальная нормальная подполугруппа.

Множество K – выпуклое, если

K =
⋂

i∈I

xi ·Mi,

где xi ∈ M, Mi – максимальная замкнутая нормальная под-
полугруппа и I – произвольное множество индексов.

AC5. Топология T≤ – выпуклая, т.е. существует
базис окрестностей единицы группы, состо-
ящий из окрестностей чьи замыкания явля-
ются выпуклыми множествами.

4. Аксиома, связывающая порядковую и групповую
структуры.

AC6. Порядок P – биинвариантный, т.е. x · Pe =
Pe · x = Px для всех x ∈M.
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5. Аксиомы связи между топологией и порядком.

AC7. Для любых x, y ∈M множества Px∩P−y ком-
пактны.

AC8. Все множества Px замкнуты и int(Px) 6= ∅.

6. Аксиома изотропии пространства-времени.

AC9. Порядок P is ∂-однородный.

Теорема 7.1. Пусть выполняется система аксиом AC1 -
AC9. Тогда 〈M, T≤〉 может быть оснащено n-мерной псев-
доевклидовой структурой 1En, n ≥ 2, сигнатуры (+ − ...−)
такой, что в некоторых орнормированных координатах
x1, ..., xn:

Px =



y ∈ 1En : yn − xn ≥

√√√√
n−1∑

i=1

(yi − xi)2



 ,

и Aut(P) есть группа Пуанкаре, включая подобия x → λx,
λ > 0 и исключая отражения x → (x1, ..., xn−1,−xn).

Доказательство. См. [95].



Глава 8

НЕСВЯЗНАЯ
ХРОНОГЕОМЕТРИЯ

8.1. Отказ от микропричинности

Очевидно, что наличие причинно-следственной связи между
событиями x и y ничего не говорит о том, как она образова-
лась, то есть каким образом x воздействовало на y. Были ли
промежуточные события, по которым «прокатилось» воздей-
ствие от x к y? Более традиционно было бы думать, что да,
были такие промежуточные события. Во всяком случае, клас-
сическое изложение специальной теории относительности со-
гласуется с таким воззрением (область воздествия Px события
x, то есть множество событий, на которые воздействует или
может воздействовать x образует так называемый световой
конус будущего). Но обязательно ли для построения теории
относительности такое предположение? Столь ли обязатель-
но думать, что Px – это множество, для которого событие x
является предельной точкой?

Истинным ядром теории относительности может считаться

163
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группа Пуанкаре, для которой метрика

ds2 = dx2
0 − dx2

1 − dx2
2 − dx2

3

всего лишь инвариант, так же как одним из инвариантов яв-
ляется система областей воздействия {Px : x ∈M}.

Если же можно получить саму группу Пуанкаре как груп-
пу, инвариантом которой является постулируемая система об-
ластей воздействия {Px : x ∈ M}, отнюдь не являющаяся
априори системой (эллиптических) световых конусов, то как
следствие получаем и метрику пространства-времени Минков-
ского и сами световые конусы. Более того, если при этом x
не является предельной точкой для Px, то это означает, что
теория не предполагает никаких промежуточных событий при
передачи воздействий в мире событий в достаточно малых об-
ластях пространства-времени. Другими словами, воздействие
передается скачком, и события, достаточно близкие друг к
другу в пространстве и во времени, вообще никак не связа-
ны никакими причинно-следственными отношениями. Это не
отвергает наличия взаимодействия между ними, но означает,
что данное взаимодействие уже не может быть проанализиро-
вано в терминах причины и следствия, в силу их «грубости»,
неспособности «увидеть» более тонкие детали взаимодействия,
протекающего на малых расстояниях и за малые отрезки вре-
мени.

Возможна ли такая аксиоматическая теория, «отвергаю-
щая» микропричинность? Возможна. Роль области воздей-
ствия Px играет множество

Px =

{
(y0, y1, y2, y3) : (y0 − x0)2 −

3∑

i=1

(yi − xi)2 ≥ l20 &

& y0 ≥ x0} ∪ {x},
x = (x0, x1, x2, x3),

где l0 – некоторое фиксированное число, определяющее
пространственный масштаб микрообластей без причинно-
следственных связей (сответствующий масштаб времени равен
l0/c, где c – скорость света).
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То, что x не является предельной точкой множества Px \
{x}, означает, что причинный порядок не является непрерыв-
ным, т.е. разрывен, а, в силу этого, если y следствие x, то
между ними может не существовать промежуточного собы-
тия z такого, что x ¹ z & z ¹ y. Это означает, что причинный
порядок ¹ не удовлетворяет такому свойству времени, а точ-
нее, временного порядка, как непрерывность, когда между лю-
быми двумя датами, поставленными в соответствие событиям
x, y, можно вставить дату, отвечающую некоторому реальному
событию z.

8.2. Аксиоматика, основанная
на предположении
о макропричинности

При построении аксиоматической теории пространства-време-
ни мы будем принимать во внимание причинную структуру,
групповую структуру (однородность пространства-времени) и
однородность причинно-следственных отношений.

Первичными понятиями являются: множество M (много-
образие событий = пространство-время); элементы x, y, ... мно-
жества M (события); система подмножеств P = {Px : x ∈M}
множества M (области воздействия); группа преобразований
Aut(P), состоящая из биекций f : M→M таких, что f(Px) =
Pf(x) для любого x ∈M.

Аксиоматика, которую мы имеем в виду, является содер-
жательной аксиоматикой в понимании Гильберта и Бернайса
[69, c.24], а не формальной. Последние возникают в результа-
те отвлечения от конкретного содержания и формулируются
в экзистенциальном виде.

К первичным понятиям добавим множество веществен-
ных чисел IR. Это очень сильное предположение, в котором в
общем-то нет большой необходимости [86]. Хотя вещественные
числа определяются посредством большого количества раз-
личных аксиом – все они порождения математического разу-
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ма и потому не мешают нашей основной цели, преследуемой
в ходе аксиоматизации теории относительности – выяснению
минимального набора философских и профизических предпо-
сылок, лежащих в основе постулируемых утверждений (акси-
ом).

Перечислим аксиомы (несвязной) причинной теории
пространства-времени, разбивая их на группы.

1. Аксиома предпорядка.

(AG1) Система P = {Px : x ∈ M} задает на M
частичный предпорядок, то есть

x ∈ Px;

y ∈ Px ⇒ Py ⊂ Px.

Напомним, что порядок получается, если предпорядок удо-
влетворяет дополнительному условию (несимметричности от-
ношения)

x 6= y ⇒ Px 6= Py.

Следовательно, аксиома (AG1) не требует несимметричности
воздействий между событиями x и y. Несимметричность вы-
текает из нижеследующей аксиомы (AG6) (предложение 2.2 из
[107]).

Введем обозначения

Qx = Px \ {x}, Q−
x = P−x \ {x},

где P−x = {y ∈M : x ∈ Py}.
2. Аксиома топологической и групповой структуры.
Рассмотрим B семейство всех подмножеств вида Qx ∩Q−

y ,
где y ∈ Px.

Пусть T¹ топология на M с предбазой B.

(AG2) 〈M, T¹〉 есть связная хаусдорфова локально
компактная четырёхмерная топологическая груп-
па.
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Замечание 8.1. Нет необходимости постулировать конечно-
мерность; она вытекает из нижеследующих аксиом. Таким об-
разом, аксиома (AG2) просто уточняет число измерений.

3. Аксиомы абелевости групповой структуры.

Определение 5.1. Подполугруппа H называется макси-
мальной, если из H ⊂ L ⊂ M, где L подполугруппа, сле-
дует L = M, и нормальной, если для любого x ∈ M имеем
xH = Hx.

Определение 5.2. Множество K ⊂ M называется выпук-
лым, если оно может быть представлено в виде

K =
⋂

α∈A

xαHα,

где xα ∈M,Hα – максимальная подполугруппа, A – некоторое
множество индексов.

(AG3) Существует замкнутая максимальная нор-
мальная собственная подполугруппа.

(AG4) Топология 〈M, T¹〉 выпуклая, то есть су-
ществует база окрестностей единицы группы, со-
стоящая из окрестностей с замыканиями, являю-
щимися выпуклыми множествами.

Аксиома (AG3) независима от причинной структуры, она
– свойство групповой структуры. Но обе указанные структу-
ры связаны посредством аксиомы (AG4), а также с помощью
следующей аксиомы.

4. Аксиома связи причинной и групповой структур.

(AG5) Предпорядок P является биинвариантным,
то есть xPe = Pex = Px для любого x ∈ M, где e
– единица группы M.
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Ясно, P−e = P−1
e и Pe – нормальная подполугруппа груп-

пы M.

5. Аксиомы связи порядка и топологии.

(AG6) Для любого y ∈ Px, x ∈ M, множество
Px ∩ P−y компактно.

Здесь A обозначает замыкание множества A относительно
топологии T¹.

(AG7) x /∈ Qx, Qx 6= ∅.

6. Аксиома изотропности пространства.

(AG8) Стабилизатор Aut(P)x в точке x действу-
ет транзитивно на границе ∂Qx множества Qx.

Данная аксиома характеризует степень однородности
причинно-следственных связей.

Пусть
σ(Px) =

⋂

x∈Qy

Qy.

Семейство σ(P) = {σ(Px) : x ∈ M} задает, как нетрудно
проверить, предпорядок на M. Хотя этот предпорядок по-
рожден причинной структурой, он имеет иной смысл. Мно-
жество σ(Px) состоит из тех событий, которые причинно по-
рождены (или могут быть причинно порожденными) всеми те-
ми событиями, которые являются причиной события x. Если
y ∈ σ(Px), то y не обязано быть следствием события x, хотя это
справедливо для событий из Px ⊂ σ(Px). События, вошедшие
в σ(Px), не что иное, как события, происходящие позже, чем x.
Другими словами, предпорядок σ(P) – это временной порядок
в пространстве-времени. В данной аксиоматике он определя-
ется причинным порядком, но стоит отметить, что отношение
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между временным и причинным порядками – предмет много-
численных философских споров (см. § 1.2.1).

Теперь можно рассматривать непрерывные отображения
множества неотрицательных вещественных чисел IR+ в M,
монотонные относительно естественного порядка в IR и пред-
порядка σ(P). Пусть Ru[σ(Pe)] – множество всех указанных
выше непрерывных монотонных относительно σ(P) отображе-
ний IR+ в M таких, что 0 отображается в единицу e группы
M. Такое известное свойство временного порядка, как непре-
рывность, постулируется с помощью аксиомы

(AG9) Pe ⊂ Ru[σ(Pe)].

Наконец, нижеследующая аксиома исключает псевдо-
финслеровы геометрии:

(AG10) Множество σ(Pe) не является прямым
произведением подполугрупп.

Результатом изложенной аксиоматики является

Теорема 8.1 [95]. Пусть выполнена система аксиом 〈AG1−
AG10〉. Тогда 〈M, T¹〉 можно оснастить псевдоевклидовой
структурой 1E4 такой, что в некоторых ортонормирован-
ных координатах x0, x1, x2, x3 имеем:

∂Qx =

{
y ∈ 1E4 : (y0 − x0)2 −

3∑

i=1

(yi − xi)2 = l20,

l0 = const 6= 0 & y0 > x0} ;

σ(Px) =

{
y ∈ 1E4 : (y0 − x0)2 ≥

3∑

i=1

(yi − xi)2 & y0 ≥ x0

}
;

и, наконец, Aut(P) есть группа Пуанкаре.
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Доказательство. Из аксиом (AG2) − (AG4) и теоремы 2
из [271] следует, что группа M изоморфна четырёхмерному
векторному пространству V4 c естественной топологией, кото-
рое есть абелева группа. Поэтому можно оснастить V4 аффин-
ной структурой A4, для которой ассоциированным векторным
пространством является пространство V4. В таком случаеM –
это аффинное пространство A4, на котором задан инвариант-
ный относительно параллельных переносов (aксиома (AG5))
так называемый несвязный предпорядок P (аксиома (AG7)).
В силу (AG9) предпорядок σ(P) является связным, то есть
x ∈ σ(Px) \ {x}. В таком случае, благодаря аксиоме (AG6),
лемме 5.9 и предложению 4.1 (или лемме 2.3 и предложению
1.2 из [107]), для предпорядка σ(P) выполнены условия тео-
ремы А из [107]. Поэтому Ru[σ(Px)] выпуклый конус с острой
вершиной x, называемый контингенцией (§ 2.4).

Тогда по предложению 5.9 (предложение 3.3 из [107]) (внут-
ренность int(Px) 6= ∅ в силу (AG7) и теоремы 6.1) порядок P
является максимально линейчатым и, следовательно, по теоре-
ме 6.2 Aut(P) состоит из аффинных преобразований простран-
ства V4, а σ(Px) есть выпуклый замкнутый конус с вершиной
x, совпадающий с замыканием выпуклой оболочки множества
Px. Более того, конус C = int(σ(Pe))∪{e}, где int(A) – внутрен-
ность множества A, однородный. Известно, что в таком случае
конус C один из трех следующих: L1×L2×L2×L4, L×K3, K4,
где Ki – i-мерный эллиптический конус с вершиной e. Два пер-
вых случая исключаются аксиомой (AG10).

Итак, σ(Px) – эллиптический конус (– это световой конус).
Можно (теорема 6.2 и § 6.3) ввести аффинные координаты
x0, x1, x2, x3 с началом e так, что конус σ(Px) задается нера-
венствами

(y0 − x0)2 ≥
3∑

i=1

(yi − xi)2 & y0 ≥ x0,

множество

∂Qx =

{
y ∈ V4 : (y0 − x0)2 −

3∑

i=1

(yi − xi)2 = l20,
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l0 = const 6= 0 & y0 > x0},
а группа Aut(P) есть группа Пуанкаре.

Скалярное произведение в данных координатах имеет вид:

< u, v >= u0v0 −
3∑

i=1

uivi,

где u, v – векторы ассоциированного с V4 векторного простран-
ства.

Тем самым V4 оснащено псевдоевклидовой структурой 1E4

сигнатуры (+−−−).
Теорема 8.1 доказана.

Таким образом, геометрия пространства времени 1E4 – это
согласование причинной и групповой структур, при условии
непрерывности временного порядка (аксиома (AG9)). Присут-
ствие групповой структуры обязательно, коль скоро речь идет
о геометрии. Это отвечает духу Эрлангенской программы Фе-
ликса Клейна.

Неоднократно заявлялось, что псевдоевклидова геометрия
– следствие аксиом, подобных аксиомам 〈AG1 − AG8, AG10〉
(либо их аналогов), то есть нет необходимости предполагать
микропричинность и непрерывность временного порядка. Од-
нако на сегодня не появилось удовлетворительного во всех от-
ношениях доказательства данного утверждения.

Требование непрерывности времени может быть заменено
условием непрерывности причинного порядка, означающего
отказ от требования x /∈ Qx в аксиоме (AG7). Соответству-
ющая аксиоматика изложена в [89]. В рассматриваем случае
отказа от микропричинности можно уйти от требования непре-
рывности времени и причинности, но за счет допущения аф-
финной структуры мира событий [86].



Глава 9

ХРОНОГЕОМЕТРИЯ
ПРОСТРАНСТВ

В этой главе рассматриваются отображения, сохраняющие
некоторые семейства множеств, которые не всегда связаны
с понятием причинности, в самых разнообразных простран-
ствах: аффинном, пространстве Лобачевского, гильбертовом
пространстве, псевдоевклидовом пространстве и, наконец, в
лоренцевых многообразиях.

В конце главы мы приводим аксиоматическую причин-
ную теорию общей теории относительности, предложенную
Р.И.Пименовым.

9.1. Отображение произвольных
конусов

Преобразования, полученные при отображении различных се-
мейств попарно параллельных конусов в аффинном простран-
стве An (n ≥ 2), как правило, за исключением так называемых
квазицилиндров, являются аффинными. Интересно выяснить,
является ли аффинным отображение, сохраняющее достаточ-
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но произвольное, т.е. состоящее не из параллельных фигур,
семейство конусов в пространстве An?

Исчерпывающего ответа на этот вопрос нет. Но имеется до-
вольно общая теорема, принадлежащая А.В.Шайденко, к из-
ложению которой мы и переходим.

Рассмотрим семейство ординарных конусов K = {Kx : x ∈
An} в аффинном пространстве An. Через txy обозначим пере-
нос, для которого txy(x) = y.

Будем говорить, что конус Kx «меньше», «равен» или
«больше» конуса Ky в зависимости от того, какое из следу-
ющих соотношений выполняется:

1) txy(Kx) \ {y} ⊂ int[conv(Ky)];
2) txy(Kx) = Ky;
3) Ky \ {y} ⊂ int[conv txy(Kx)].
Назовем конусы и sh-сравнимыми, если для них выпол-

няется какое-либо из этих соотношений.
Предположим, что все конусы Kx нашего семейства K ли-

бо ординарные поверхностные строго выпуклые, либо они все
удовлетворяют следующему условию: для каждой точки x су-
ществует такой ординарный телесный замкнутый строго вы-
пуклый конус Cx с вершиной x, что int(Cx) ⊂ Kx ⊂ Cx. Ко-
нусы, удовлетворяющие этому условию, будем называть орди-
нарными произвольными телесными строго выпуклыми ко-
нусами.

Будем также предполагать, что любые два конуса нашего
семейства K sh-сравнимы. Ясно, что существует луч l+(e, x0),
что для любой точки x l+(e, x0) \ {e} ⊂ int[conv(txe(Kx))].

Будем говорить, что конусы {Kx} непрерывно зависят от
x, если для любой точки x и любого ε > 0 существует окрест-
ность U точки x такая, что для каждой точки y ∈ U и для лю-
бой двумерной плоскости π ⊃ tex[l+(e, x0)] выполняется нера-
венство |6 [π ∩ txy(Ky)] − 6 [π ∩ Kx]| < ε (где через 6 [π ∩ Kz]
обозначается угол π ∩Kz).

Легко видеть, что это определение эквивалентно следую-
щему, более стандартному. Конусы Kx непрерывно зависят от
x, если для каждой точки x и для каждой последовательности
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точек {xm}, limm→∞ xm = x, имеем K = ltm→∞Kxm (где через
lt обозначен топологический предел).

Теорема 9.1 [214]. Пусть K = {Kx : x ∈ An} – семейство
конусов в An (n ≥ 3) одного из двух типов: либо все Kx –
ординарные поверхностные строго выпуклые, либо все Kx –
ординарные произвольные телесные строго выпуклые конусы;
причем оно удовлетворяет следующим условиям:

1) conv(Kx) задают порядок в An;
2) для любых x, y конусы Kx и Ky sh-сравнимы;
3) {Kx} непрерывно зависит от x.
Пусть f : An → An – биективное отображение такое,

что для каждой точки x f(Kx) – конус того же типа, что
и Kx, причем все конусы f(Kx) удовлетворяют условию 2).
Тогда f аффинно.

9.2. Отображение конусов
в пространстве Лобачевского

Пусть Лn (n ≥ 2) – n-мерное пространство Лобачевского. Рас-
смотрим семейство L = {lx : x ∈ Лn} всевозможных прямых,
параллельных прямой l в некотором определенном направле-
нии.

Рассмотрим в Лn семейство двойных круговых конусов
{Cx : x ∈ Лn} с осями, принадлежащими семейству L, с одним
и тем же углом раствора α (0 < α < π). Здесь x – вершина
конуса Cx.

Данное семейство конусов инвариантно относительно неко-
торой подгруппы изометрий, действующей транзитивно на Лn

и изоморфной группе вида

(x1, ..., xn) → (λx1, λx2 + α1, ..., λxn + αn−1),

x1 > 0, λ > 0.
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Теорема 9.2 [78, 79]. Если f : Лn → Лn (n ≥ 2) – биек-
тивное отображение такое, что f(Cx) = Cf(x), то f есть
изометрия.

Данная теорема, доказанная в 1971 году, являющаяся есте-
ственным перенесением основной теоремы хроногеометрии из
аффинного пространства в пространство Лобачевского, так и
не нашла какого-либо физического приложения. Напротив, по-
добная теорема, касающаяся «конусов» в пространстве Лn, об-
разующими которых являются эквидистанты, напрямую свя-
зана с хроногеометрией стационарной вселенной де Ситте-
ра [76, 78, 88] (см. § 9.7.2).

9.3. Отображения дискретных кону-
сов в гильбертовом пространстве

Пусть H – сепарабельное гильбертово пространство.
Если x, y – два вектора, то под прямой в H, проходящей

через точку x в направлении вектора y, понимаем множество
точек {x + τy,−∞ < τ < +∞}. Перенос t в H – это отображе-
ние t : x → x + t, где x ∈ H – произвольный вектор.

Говорим, что прямые li0 (i = 1, 2, ...), проходящие через 0,
образуют минимальный дискретный конус D0 с вершиной в
точке 0, если направляющие векторы этих прямых таковы,
что, выбрасывая из их множества любой вектор, будем полу-
чать базис в пространстве H, т.е. полную систему векторов.

Пусть

Dx = t(D0), D0 =
∞⋃

i=1

li0,

где t – такой перенос, что t(0) = x.

Теорема 9.3 [77]. Если f : H → H – биективный и непре-
рывный оператор такой, что f(Dx) = Df(x), то f есть
непрерывный аффинный оператор, т.е. непрерывный линей-
ный оператор с точностью до переноса.
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Замечание 9.1. Условие непрерывности в теореме суще-
ственно, т.к. можно построить неаффинный оператор, удовле-
творяющий условию теоремы 9.3.

Замечание 9.2. Если из конуса D0 выбросить хотя бы одну
прямую, то утверждение теоремы 9.3 перестает быть справед-
ливым.

Говорим, что оператор f : H → H имеет в точке x ∈ H бес-
конечный скачок, если существует последовательность {xn},
сходящаяся слабо к x, такая, что limn→∞ ||f(xn)|| = ∞.

Теорема 9.4 [77]. Пусть f : H → H – биективный опе-
ратор, удовлетворяющий условию f(Dx) = Df(x). Для того
чтобы оператор f был непрерывным и аффинным, необходи-
мо и достаточно, чтобы он не имел бесконечных скачков ни
в одной точке пространства H.

9.4. Отображения псевдоевклидовых
пространств

9.4.1. Теоремы об отображениях конусов
Ю.Ф. Борисова и А.Н. Астракова

Пусть kEn – n-мерное псевдоевклидово пространство. Квад-
рат расстояния в kEn между точками a = (a1, ..., an) и b =
(b1, ..., bn) равен

d(a, b) =
n−k∑

i=1

(ai − bi)2 −
n∑

i=n−k+1

(ai − bi)2.

Изотропный конус Ca с вершиной a определяется уравне-
нием:

n−k∑

i=1

(xi − ai)2 =
n∑

i=n−k+1

(xi − ai)2
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или, что то же самое,

Ca = {x ∈ kEn : d(x, a) = 0}.
Рассмотрим отображение f : kEn → kEn. Очевидно, что усло-
вие

∀a ∈ kEn(f [Ca] = Cf(a))

эквивалентно условию

∀a, b ∈ kEn(d(a, b) = 0 ⇔ d(f(a), f(b)) = 0),

а условие
∀a ∈ kEn(f [Ca] ⊂ Cf(a))

эквивалентно условию

∀a, b ∈ kEn(d(a, b) = 0 ⇒ d(f(a), f(b)) = 0).

Теорема 9.5 (Ю.Ф. Борисов, [56]). Если f : kEn → kEn, n ≥
3, биективное отображение такое, что для любой точки a ∈
kEn

f [Ca] = Cf(a),

то f является аффинным преобразованием.

Теорема 9.6 (С.Н. Астраков, [50]). Если f : kEn → kEn,
n ≥ 3, биективное отображение такое, что для любой точки
a ∈ kEn

f [Ca] ⊂ Cf(a),

то f является аффинным преобразованием.

Теорема 9.7 (С.Н. Астраков, [50]). Пусть f : 1En → 1En,
n ≥ 3, – инъективное отображение и f(1En) не является
подмножеством световой линии. Тогда f будет преобразова-
нием Лоренца (с точностью до подобия), если выполняется
условие

f [Ca] ⊂ Cf(a),

для любой точки a ∈ kE1.



178 Глава 9. ХРОНОГЕОМЕТРИЯ ПРОСТРАНСТВ

Отображение f пространства 1En в себя называется
счётнократным, если для любой точки a ∈ 1En её прообраз
f−1(a) есть не более, чем счётное множество.

Теорема 9.8 (С.Н. Астраков, [50]). Пусть f : 1En → 1En,
n ≥ 3, – счётнократное отображение и f(1En) не является
подмножеством световой линии. Тогда f будет преобразова-
нием Лоренца (с точностью до подобия), если выполняется
условие

f [Ca] ⊂ Cf(a),

для любой точки a ∈ 1En.

9.4.2. Теоремa Дж. Лестер

Теорема 9.9 (J.A. Lester, [291]). Предположим, что в IRn

определена функция d : IRn × IRn → IR вида

d(x, y) =
n∑

i,j=1

gij(xi − yi)(xj − yj),

где ||gij || – симметрическая неособенная матрица с веще-
ственными компонентами и x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn).
Пусть f : IRn → IRn – биекция такая, что d(x, y) = ρ тогда и
только тогда, когда d(f(x), f(y)) = ρ. Тогда (исключая случай
ρ = 0 и ||gij || – положительно или отрицательно определен-
ная) f(x) = L(x) + f(e), e = (0, ..., 0), где L есть линейная
биекция, удовлетворяющая d(L(x), L(y)) = ±d(x, y) для лю-
бых x, y ∈ IRn (знак минус возможен тогда и только тогда,
когда ρ = 0 и ||gij || имеет сигнатуру 0).

В случае евклидова пространства эта теорема была дока-
зана Бекманом и Кворлесом [256] в 1953 г. Случай псевдо-
евклидова пространства с ρ = 0 был впервые изучен в ра-
боте Ю.Ф.Борисова [56] в 1960 г. и, повторно, Джун Лестер
[289] через семнадцать лет. Лестер распространила результат
Ю.Ф.Борисова на векторные пространства над произвольным
алгебраическим полем F характеристики, не равной двум, и
получила следующую теорему.
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Теорема 9.10 [289]. Пусть V – векторное пространство
над полем F с характеристикой, не равной двум, на котором
определена неособенная симметричная билинейная форма (, ).
Предположим, что dimV ≥ 3 и найдется x 6= 0, для которого
(x, x) = 0. Пусть f : V → V – биекция такая, что f(Cx) =
Cf(x), где

Cx = {y ∈ V : (y − x, y − x) = 0},

для любого вектора x ∈ V . Тогда f(x) = L(x) + f(0), где пара
(L, τ) есть полулинейная биекция, удовлетворяющая услови-
ям:

1) L(x + y) = L(x) + L(y);
2) L(αx) = ατL(x), τ : F → F – автоморфизм поля F ;
3) (L(x), L(y)) = λ(x, y)τ для некоторого ненулевого λ ∈ F

и для всех x, y ∈ V .

Замечание 9.3. Если F = IR, то τ = idIR (т.к. IR не имеет
нетривиальных автоморфизмов) и для некоторого µ ∈ IR либо
λ = µ2, либо λ = −µ2. В первом случае i = µ−1L удовлетворя-
ет (i(x), i(y)) = (x, y), т.е. i – изометрия на V . Во втором случае
j = µ−1L удовлетворяет (j(x), j(y)) = −(x, y). Последнее озна-
чает, что билинейные формы (, ) и −(, ) имеют одну и ту же
сигнатуру. Следовательно, именно первый случай охватывает
теорему 3.5 для отношения (I) [6, 257].

9.5. Хроногеометрия лоренцевых
многообразий

Теоремы об отображениях упорядоченного аффинного про-
странства имеют довольно естественное обобщение на лорен-
цевы многообразия. Но прежде чем изложить имеющиеся в
этом направлении результаты, приведем некоторые определе-
ния.
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Определение 9.1. Пространство-время – это связное четы-
рехмерное гладкое многообразиеM без края вместе с гладкой
псевдоримановой метрикой g сигнатуры (+ – – –).

Предполагаем также, что M временно ориентировано, т.е.
M допускает не исчезающее нигде временное векторное поле,
и на M фиксирована некоторая временная ориентация, опре-
деляющая будущее и прошлое.

Пусть A,U ⊂ M и U ⊃ A открыто. Через I+(A, U) обо-
значим множество точек x ∈ U таких, что существуют на-
правленная в будущее гладкая временная кривая γ : I → U
(где I ⊂ IR – связное множество) и точки t1, t2 ∈ I такие, что
t1 < t2, γ(t1) ∈ A, γ(t2) = x.

Множество I+(A,U) называется хронологическим будущим
множества A относительно U . Если A = {x}, то пишем
I+(x, U) вместо I+(A,U) и I+(x) вместо I+(x,M).

Полагаем, по определению, x ¿ y(U) тогда и только то-
гда, когда y ∈ I+(x,U). Пишем x ¿ y вместо x ¿ y(M)).
Аналогично определяется хронологическое прошлое I−(A,U)
(заменяя направленные в будущее кривые на направленные в
прошлое).

Пространство-время M разделимо по будущему (прошло-
му), если для любых x, y ∈M равенство I+(x) = I+(y) влечет
x = y (соответственно I−(x) = I−(y) влечет x = y).

Пусть 〈M, g〉 и 〈M′, g′〉 – два пространства-времени и f :
M→ M ′ – биекция. Говорим, что f – конформное преобразова-
ние, если f и f−1 – гладкие отображения и существует гладкое
нигде не обращающееся в нуль отображение Ω : M′ → IR та-
кое, что f∗g = Ω2g′.

Биекция f : M → M ′ называется причинной, если для
любых x, y ∈M и любых u, v ∈M′ таких, что x ¿ y и и u ¿ v
справедливы отношения f(x) ¿ f(y) и f−1(u) ¿ f−1(v).

Теорема 9.11 [303]. Предположим, что 〈M, g〉 и 〈M′, g′〉
– два разделимые по прошлому и будущему пространства-
времени и f : M→M′ – причинная биекция. Тогда f – кон-
формное преобразование.
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Этот результат, принадлежащий Маламенту [303], обобща-
ет теорему Зимана [358] (см. теорему 3.5 из § 3.2). Как пока-
зано в [303], утверждение теоремы 9.11 перестает быть спра-
ведливым, если требовать только разделимости по прошлому
или разделимости по будущему.

Пусть M – пространство-время и U ⊂ M. Множество U
называется выпуклым, если для любых точек x, y ∈ U суще-
ствует геодезическая γ : [0, 1] → U с γ(0) = x, γ(1) = y, которая
единственна (с точностью до перепараметризации).

Предположим, что γ : I → M (I ⊂ IR – связное множе-
ство) – непрерывная кривая. Говорим, что она направлена в
будущее и является временной, если для любого t0 ∈ I и лю-
бых открытых выпуклых множеств U , содержащих γ(t0), су-
ществует открытый подынтервал Ĩ ⊂ I, содержащий t0 такой,
что {

t ∈ Ĩ и t < t0 влечет γ(t) ¿ γ(t0)(U),
t ∈ Ĩ и t0 < t влечет γ(t0) ¿ γ(t)(U).

(9.1)

Наконец, γ есть направленная в будущее непрерывная свето-
вая геодезическая, если в данном выше определении условия
(9.1) заменены на требование:

t1, t2 ∈ Ĩ и t1 < t2 влечет γ(t2) ∈ J+(γ(t1), U) \ I+(γ(t1), U),

где J+(γ(t1), U) – причинное будущее точки γ(t1) относительно
U . Оно, по определению, состоит из y ∈ U , для которых суще-
ствует гладкая кривая, лежащая в U и соединяющая γ(t1) с y
с нигде не обращающимися в нуль направленными в будущее
непространственными касательными векторами.

Теорема 9.12 (Хокинг - Маламент). Предположим, 〈M, g〉
и 〈M′, g′〉 – два пространства-времени и f : M → M′ – го-
меоморфизм такой, что f и f−1 сохраняют направленные в
будущее непрерывные световые геодезические. Тогда f – кон-
формное преобразование [274, 303].

В случае мира Минковского эта теорема была впервые до-
казана Борхерсом и Хегерфельдтом [257].
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Теорема 9.13 [303]. Пусть 〈M, g〉 и 〈M′, g′〉 – два
пространства-времени и f : M→M′ – биекция такая, что
f и f−1 сохраняют направленные в будущее непрерывные вре-
менные кривые. Тогда f – конформное преобразование.

Гладкая кривая γ в M называется причинной, если каса-
тельный вектор к γ не является пространственным.

Пространство-время называется причинным, если вM нет
замкнутых причинных кривых.

Пространство-время называется сильно причинным, если
для любой точки x ∈M и её окрестности V существует окрест-
ность U точки x такая, что U ⊂ V и любая исходящая из U
(т.е. не только из x) причинная кривая γ пересекает U по связ-
ному множеству.

Имеем логические следствия:

сильная причинность

⇓
разделимость по прошлому и по будущему

⇓
причинность

Теорема 9.14 [282]. Пусть 〈M, g〉 сильно причинное
пространство-время dimM ≥ 3. Пусть f : M → M биек-
ция, такая, что образы и прообразы световых геодезических
являются также световыми геодезическими. Тогда f – кон-
формное преобразование.

9.6. Аналог теоремы Александрова в
классе частично упорядоченных
полей

Пусть F – коммутативное поле, X = Fn (n ≥ 3) и Q – неопре-
деленная квадратичная форма на X с индексом Витти, рав-
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ным 1. Последнее означает, что X разлагается в ортогональ-
ную прямую сумму U⊥V , где U – подпространство, не содер-
жащее ненулевых световых векторов (т.е. таких x 6= 0, что
Q(x, x) = 0), а V – подпространство, натянутое на два неорто-
гональных световых вектора [291].

Полагаем

Ca = {x ∈ X : Q(x− a, x− a) = 0}.

Теорема 9.15 [350]. Если f : X → X – биекция такая, что
f(Ca) = Cf(a), то f есть композиция переноса и полуподобия
g, т.е. Q(g(x), g(x)) = c · µQ(x, x) для некоторого c 6= 0, где µ
– автоморфизм поля F . Если характеристика поля F отлич-
на от двух, то можно опустить требование, что вершины
конусов переходят в вершины.

Замечание 9.4. Условие char(F ) 6= 2 обязательно, как пока-
зывает соответствующий контрпример, приведенный в [350].

Пусть теперь F – коммутативное поле, снабженное нетри-
виальным частичным порядком ≤. Положим P = {x ∈ F : x ≥
0}. На X = Fn (n ≥ 3) определим форму

Q(x, x) = x2
n −

n−1∑

k=1

x2
k, x = (x1, ..., xn).

Введем отношения ¹ и ≺ на X:
1) y ¹ x тогда и только тогда, когда Q(x − y, x − y) ≥ 0 и

xn ≥ yn и
2) y ≺ x тогда и только тогда, когда Q(x − y, x − y) > 0 и

xn > yn.
Заметим, что x ¹ y не означает x ≺ y или x = y.
Пусть

P 1
a = {x ∈ X : a ¹ x},

P 2
a = {x ∈ X : a ≺ x},

P 3
a = P 1

a \ P 2
a .
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Теорема 9.16 [350]. Предположим, что пара (F,≤) удовле-
творяет условиям:

а) P + P ⊂ P ;
б) P · P ⊂ P ;
в) P ∩ (−P ) = {0};
г) F 2 ⊂ P .
Тогда отношение ¹ есть частичный порядок на X и лю-

бая биекция f : X → X, сохраняющая конусы одного из сле-
дующих типов: P 1

a , P 2
a , P 3

a , P 1
a ∪ (−P 1

a ), P 2
a ∪ (−P 2

a ), P 3
a ∪ (−P 3

a )
(вершина 6= 0 включается), есть композиция переноса и по-
лулинейного отображения.

9.7. Вселенные с некоммутативной
группой

Мы рассмотрели уже достаточно примеров порядков в An,
инвариантных относительно группы параллельных переносов,
которая, как известно, является коммутативной или абелевой
группой Ли.

9.7.1. Хроногеометрия вселенной Гёделя
Рассмотрим теперь вместо группы параллельных переносов
следующую некоммутативную группу Ли:





x1 = x1 + α,
x2 = x2 + β,
x3 = x3 · e−β + γ,
x4 = x4 + δ,

(9.2)

где α, β, γ, δ – вещественные числа, действующую просто тран-
зитивно в IR4.

Относительно этой группы инвариантно семейство двой-
ных поверхностных эллиптических конусов

C = {Cx : x = (x1, x2, x3, x4) ∈ IR4},
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Cx = {y ∈ IR4 : (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2 − 1
2
e2x2(y3 − x3)2−

−(y4 − x4)2 + 2ex2(y1 − x1)(y3 − x3) = 0}.

Теорема 9.17 [83]. Любое гомеоморфное отображение f :
IR4 → IR4 такое, что f(Cx) = Cf(x), является преобразовани-
ем вида 




x1 = (±)x1 + α;
x2 = x2 + β;
x3 = (±)x3 · e−β + γ;
x4 = ±x4 + δ,

где символ (±) означает, что выбор знака перед x1 и перед
x3 согласованный – берется одинаковый знак, тогда как знак
перед x4 выбирается произвольно.

Группа (9.2) является группой движений в пространстве-
времени Гёделя, имеющего метрику

ds2 = dx2
1 − dx2

2 −
1
2
e2x2dx2

3 − dx2
4 + 2ex2dx1dx3. (9.3)

Замечание 9.5. Пространство-время (9.3) было найдено
знаменитым австрийским логиком Куртом Гёделем и было
им предложено в качестве модели вращающейся Вселенной.
В своей статье [272], вышедшей в 1949 году, Гёдель впервые
заговорил о возможности создания машины времени.

9.7.2. Хроногеометрия стационарной
вселенной де Ситтера

Рассмотрим теперь другую некоммутативную группу:




x1 = λx1,
x2 = λx2 + α,
x3 = λx3 + β,
x4 = λx4 + γ,

(9.4)

где λ > 0, α, β, γ — вещественные числа, действующую тран-
зитивно на полупространстве IR4

+ = {x ∈ IR4 : x1 > 0}.
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Относительно группы (9.4) инвариантна система двойных
эллиптических конусов

C = {Cx : x = (x1, x2, x3, x4) ∈ IR4},

Cx = {y ∈ {x1 > 0} : (y1 − x1)2 −
4∑

i=2

(yi − xi)2 = 0},

x = (x1, x2, x3, x4), x1 > 0.

Теорема 9.18 [83]. Если f : IR4
+ → IR4

+ гомеоморфное отоб-
ражение такое, что f(Cx) = Cf(x), то f имеет вид

f(x) = λ




1 0 0 0
0
0 U
0


 +




0
α
β
γ


 , λ > 0,

где U – ортогональная матрица порядка 3.

Группа (9.4) является группой движений в стационарной
вселенной де Ситтера M = IR4

+, имеющего метрику

ds2 =
1
x2

1

(dx2
1 − dx2

2 − dx2
3 − dx2

4).

9.8. Причинная аксиоматизация
общей теории относительности

Изложим теперь причинную теорию пространства-времени об-
щей теории относительности, предложенную Р.И.Пименовым
[201, 198, 203].
1. Исходные понятия. M (множество), x, y, ... (элементы
множества M), ≺ (бинарное отношение на M), IR (множе-
ство вещественных чисел), F (подмножество множества IRM),
{Gx : x ∈M} (подмножество множества MM).
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Пространство-время общей теории относительности – это
структура рода

〈M,≺,F , {Gx : x ∈M}〉.

2. Аксиома порядка.

AP1. 〈M,≺〉 есть локально упорядоченное множе-
ство, т.е.

(∃x)(x ≺ a&x ≺ b&x ≺ c)∨(∃y)(a ≺ y&b ≺ y&c ≺ y) =⇒

=⇒ (a ≺ b&b ≺ c&a ≺ c)

Замечание 9.6. Локальный порядок на M не задается ни-
какой полугруппой, т.к. M не является однородным в обще-
употребительном смысле. Однако порядковая сруктура име-
ет определенную связь с некоторой полугруппой. Это стано-
вится понятным при топосно-теоретическом описании причин-
ной структуры пространства-времени (см. гл. 11 и определение
11.2).
3. Аксиома топологии.

Пусть T≺ хаусдорфова топология с базисом {(a, b) : a, b ∈
M}, где (a, b) = {x ∈M : a ≺ x & x ≺ b}.

AP2. 〈M, T≺〉 есть n-мерное топологическое много-
образие со счетным базисом.

4. Аксиома гладкости.
Множество F есть гладкая структура. Она состоит из

непрерывных функций f : M → IR, удовлетворяющих усло-
виям:

1) Область определения dom(f) функции f является от-
крытым множеством.
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2) Для любой x ∈M существуют n функций f1, ..., fn ∈ F ,
x ∈ ∩n

i=1dom(fi) такие, что имеется непостоянная C∞-
функция g : IRn → IR, для которой g(f1, ..., fn) = const
на (f1 × ... × fn)(∩n

i=1dom(fi)) ⊂ IRn (набор из таких n
функций называется картой на M).

3) преобразование координат, соответствующих двум кар-
там, является C∞-дифференцируемым отображением.

Пусь Fx = {f ∈ F : x ∈ dom(f)}. Множество всех диф-
ференциальных операторов X : Fx → IR определяет n-мерное
касательное векторное пространство TxM. Элемент простран-
ства T ∗xM будем обозначать как df . Говорим, что функция
f ∈ Fx \ A, где A ⊂ Fx, является граничным элементом мно-
жества A в x, если существуют fk ∈ A (k = 1, 2, ...), для
которых limk→∞ dfk(x) = df(x) (по отношению к обычной то-
пологии на T ∗xM).

Функция f ∈ Fx называется локально изотонной в точке x
(соотв.: локально антиизотонной в точке x), если существует
окрестность точки x, в которой a ≺ b влечетf(a) < f(b) (соотв.:
f(a) > f(b)). Функция f ∈ Fx является локально изотонной
в области, если f локально изотонна в каждой точке x этой
области. Множество всех локально изотонных функций из Fx

обозначается через F+
x .

Пусть f ∈ F+
x . Говорят, что функция f ∈ Fx сильно изо-

тонная в точке x, если существует такая окрестность U ⊂
T ∗M (т.е. U = {(p, Z) : p ∈ V &Z ∈ Wp}, V ⊂ M,Wp ⊂ T ∗pM)
элемента (x, df(x)), для которой отношение (p, dg(p)) ∈ U вле-
чет g ∈ F+

x для любой g ∈ Fx.

AP3. 〈M, T≺〉 обладает гладкостью F .

AP4. Множество всех сильно изотонных в x функ-
ций не пусто для любой x ∈M.

AP5. Если некоторая f ∈ Fx есть граничный эле-
мент множества сильно изотонных функ-
ций и множества сильно антиизотонных
функций в x, тогда df(x) = 0.
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AP6. Для любой точки x ∈ M множество Gx

есть псевдогруппа диффеоморфизмов g : U →
V (U, V ⊂M), удовлетворяющих условиям:
1) g(x) = x.
2) Если fV сильно изотонна в x, тогда функ-
ция fU = fV ◦ g является также сильно изо-
тонной в x для любой g ∈ Gx.
3) Если fU и fV граничные элементы в точке
x множества функций, которые сильно изо-
тонны в x, но сами fU и fV не сильно изотон-
ны в x, то существует g ∈ Gx, для которой
dfU = dfV dg(p).

Теорема 9.19. Пусть выполняются аксиомы AP1 − AP6.
Тогда 〈M, T≺,F〉 может быть снабжено псевдоримановой
структурой (с точностью до конформного множителя) 〈, 〉x
сингатуры (+− ...−) такой, что 〈M, T≺,F , 〈, 〉x〉 являеся вре-
менно ориентированным многообразием.

Доказательство. См. [201].



Глава 10

ЛЕВО-
ИНВАРИАНТНЫЕ
КОНИЧЕСКИЕ
ПОРЯДКИ В IRn

Данная глава содержит перевод на русский язык статьи [115],
являющейся обзором результатов, полученных в области хро-
ногеометрии в Новосибирском и Омском университетах с 1982
по 1995 годы.

Одной из хорошо разработанных в математике теорий яв-
ляется теория подполугрупп групп Ли. В действительности
эта теория является теорией упорядоченных однородных мно-
гообразий, поскольку известно, что подполугруппа P , содер-
жащая единицу e группы Ли Gn, задает левоинвариантный
порядок на Gn.

В самом деле, если P – подполугруппа, то определяем по-
рядок следующим образом: мы пишем x ¹ y, если x−1y ∈ P .
Легко проверяется, что ¹ является левоинвариантным поряд-

190
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ком на Gn
1. Обратно, если ¹ – левоинвариантный порядок на

Gn, то P = {x ∈ Gn : e ¹ x} есть подполугруппа группы Gn,
содержащая единицу e.

Таким образом, равным образом можно использовать в
исследованиях язык теории полугрупп, а можно использо-
вать язык теории упорядоченных однородных пространств.
Последний удобен, когда речь идет о приложениях теории по-
лугрупп групп Ли в геометрии и физике. Язык теории по-
рядка, как мы знаем, связан с представлением о причинно-
следственных связях между событиями в пространстве-
времени.

В этой главе рассматриваются упорядоченные однородные
аффинные многообразия V n с просто транзитивной связной
односвязной разрешимой группой Ли Gn аффиных преобра-
зований. Это одно из возможных направлений изучения одно-
родных упорядоченных многообразий [1, 95]. Другое направ-
ление, более общее, состоит в исследовании однородных упо-
рядоченных лоренцевых многообразий [175, 277, 278, 279].

Цель этой главы – дать обзор результатов по левоинвари-
антным упорядочиваниям, инвариантным относительно дей-
ствия просто транзитивных аффинных групп преобразований
n-мерного арифметического пространства IRn. В ряде преды-
дущих глав в полной мере были представлены аналогичные
результаты по упорядочиваниям, инвариантным относительно
действия группы паралельных переносов пространства IRn.

10.1. Определения

Порядок P в IRn есть семейство подмножеств

P = {Px : x ∈ IRn},

удовлетворяющее следующим условиям:
(O1) x ∈ Px.

1Порядок ¹ на группе G называется левоинвариантным, если x ¹ y
влечет gx ¹ gy для любого g ∈ G.
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(O2) если y ∈ Px, то Py ⊂ Px.
(O3) если x 6= y, то Px 6= Py.
Говорят, что порядок P замкнутый, если каждое множе-

ство Px является замкнутым. Порядок P – открытый, если
каждое множество Px \ {x} является открытым.

Пишем x ¹ y тогда и только тогда, когда y ∈ Px. Отноше-
ние x ¹ y задает частичный порядок в IRn.

Определение 10.1. Пусть H группа преобразова-
ний пространства IRn. Говорят, что порядок P является
H-инвариантным, если h(Px) = Ph(x) для любой точки
x ∈ IRn и любого h ∈ H.

Определение 10.2. Порядок P в IRn называется реляти-
вистским, если

t(Px) = Pt(x)

для любой x ∈ IRn и каждого параллельного переноса t в про-
странстве IRn, т.е. P инвариантен относительно группы парал-
лельных переносов.

Определение 10.3. Порядок P называется коническим, ес-
ли каждое Px есть (ординарный) конус с вершиной x, и назы-
вается эллиптическим коническим, если каждое Px есть за-
мкнутый эллиптический конус с вершиной x, т.е.

Px =



y = (y1, ..., yn) ∈ IRn : yn − xn ≥

√√√√
n−1∑

i=1

(yi − xi)2



 ,

x = (x1, ..., xn).

Пусть Gn, n ≥ 3, – n-мерная связная односвязная разреши-
мая группа Ли. Далее в этой главе символ Gn будем исполь-
зовать только для таких групп.

Пусть
α : Gn → Aff (IRn) (10.1)
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– просто транзитивное аффинное действие группы Gn на IRn.
Здесь Aff (IRn) обозначает группу всех аффинных преобразо-
ваний пространства IRn.

Просто транзитивное действие (10.1) порождает полную
левоинвариантную аффинную структуру A на группе Ли Gn.
Действительно, рассмотрим следующий диффеоморфизм

φ : Gn → IRn,

Gn 3 g
ϕ−→ φ(g) = α(g)((0, ..., 0)) = (x1, ..., xn) = x ∈ IRn,

(10.2)
φ(e) = (0, ..., 0),

где e – единица группы Gn, который может быть использо-
ван как глобальная аффинная карта на Gn и в которой левые
сдвиги имеют вид

[Lh(φ−1(x))]k = [Lh(g)]k =
n∑

i=1

Ak
i xi+Ak (k = 1, ..., n). (10.3)

Далее в этой главе будем рассматривать только такие аф-
финные структуры на Gn, которые порождаются просто тран-
зитивным аффинным действием группы Gn на IRn.

Пусть A полная левоинвариантная аффинная структура
на Gn. Эта структура определяет естественное просто тран-
зитивное аффинное действие αA на IRn посредством группы
левых сдвигов, действующей просто транзитивно на Gn. Дей-
ствительно, в глобальной аффинной карте φ : Gn → IRn левый
сдвиг имеет вид (10.3). Тогда действие αA определяется как

[αA(h)(x)]k = [Lh(φ−1(x))]k, h ∈ Gn (k = 1, ..., n).

Определение 10.4. Просто транзитивное аффинное дей-
ствие α группы Gn на IRn и соответствующая аффинная
структура на Gn называются нормальными, если α(g) явля-
ется параллельным переносом для каждого g ∈ T , где T есть
максимальная абелева подгруппа группы Gn.
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10.2. Существование левоинвариант-
ных конических порядков

Пусть α просто транзитивное аффинное действие (10.1) груп-
пы Gn на IRn.

Существование α(G3)-инвариантного конического порядка
на IRn эквивалентно существованию в Gn левоинвариантно-
го порядка относительно полной левоинвариантной аффинной
структуры на Gn, порожденной α или, что эквивалентно, су-
ществованию конической подполугруппы группы Gn.

Каждое ли просто транзитивное аффинное действие α
группы Gn допускает α(Gn)-инвариантный эллиптический ко-
нический порядок на IRn? Известно, что это неверно для аф-
финной структуры на группе Гейзенберга G3, содержащей ка-
нонические координаты первого рода [280] и канонические ко-
ординаты второго рода [1, 2].

Теорема 10.1. Если G3 не является группой Гейзенберга,
то G3 допускает левоинвариантный эллиптический кониче-
ский порядок относительно полной левоинвариантной нор-
мальной аффинной структуры A, содержащей координаты
второго рода. Значит, IR3 допускает α(G3)-инвариантный
эллиптический конический порядок, где α есть просто тран-
зитивное нормальное аффинное действие, соответствующее
структуре A, построенной с помощью метода Ямагучи [357].

Доказательство. См. [2, 3].

Детальное описание этих конических порядков дано в [3].

α(Gn)-инвариантный эллиптический конический порядок
P = {Pa : a ∈ IRn} дает возможность ввести левоинвари-
антную лоренцеву метрику 〈, 〉a (с точностью до конформного
множителя) в Gn, или, что эквивалентно, α(G)-инвариантную
лоренцеву местрику на IRn [1]. В самом деле, если Pa есть одна
половина эллиптического конуса

n∑

i,k=1

gik(a)xixk = 0,
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то

〈ξ, ξ〉a =
n∑

i,k=1

gik(a)ξiξk

есть лоренцева метрика на IRn. Такая лоренцева метрика
является временно ориентированной (А.В.Кузьминых, 1985,
неопубликованный доклад, сделанный в Новосибирском уни-
верситете), причинной и допускает группы движений α(Gn).

Известно что временно ориентированная метрика на ло-
ренцевом мнгообразии задает причинный порядок. Некоторые
вопросы, связанные с этим порядком, были решены в работах
[175, 277, 278, 279, 310].

10.3. Единственность абелевой
хроногеометрии

Аффинные структуры A1 и A2 на G называются эквивалент-
ными, если существует аффинная биекция A : IRn → IRn та-
кая, что для любых двух глобальных аффинных карт

µ1 : G → IRn, µ2 : G → IRn,

принадлежащих соответственно A1,A2, справедливо равен-
ство µ1 ◦ µ−1

2 = A.
Аффинные действия α1 и α2 группы Gn на IRn называются

аффинно сопряженными, если существует аффинная биекция
A : IRn → IRn такая, что α1(g) = A ◦ α2(g) ◦ A−1 для каждого
g ∈ Gn.

Пусть P = {Pg : g ∈ Gn} левоинвариантный порядок на
Gn. Рассмотрим диффеоморфизмы φ2, φ2 : Gn → IRn вида
(10.2), которые порождаются аффинными действиями α1, α2

соответственно.
Пусть

Pi = φi(P) = {φi(Pg) : Pg ∈ P} (i = 1, 2).

Ясно, что
αi(h)(Pix(i)) = Piαi(h)(x(i))



196 Глава 10. ЛЕВОИНВАРИАНТНЫЕ КОНИЧЕСКИЕ ПОРЯДКИ В Rn

для каждого h ∈ Gn, где Pix(i) = φi(Pg), x(i) = φi(g). Другими
словами, порядок Pi является αi(Gn)-инвариантным.

Имеем следующую теорему:

Теорема 10.2. Пусть α1(Gn) – группа параллельных пере-
носов в IRn, где n ≥ 3, и P1,P2 состоят из эллиптических
конусов2. Тогда действия α1, α2 аффинно сопряжены и соот-
ветствующие аффинные структуры A1,A2 эквивалентны.
Доказательство. См. [110].

Ясно, что группа Gn в условиях теоремы 10.2 является абе-
левой.

Как известно [238], абелева группа может иметь различные
аффинно неэквивалентные просто транзитивные представле-
ния в IRn, и, следовательно, возникает вопрос о существовании
аффинно неэквивалентных причинных теорий пространства-
времени Минковского. Для n = 4 теорема 10.2 говорит об
единственности абелевой хроногеометрии, т.е. традиционного
изложения специальной теории относительности, когда свето-
вые конусы в IR4 берутся равными и параллельными.

Замечание 10.1. Утверждение теоремы 10.2, аннонсирован-
ной в [113], справедливо для нормального действия α1.

10.4. Порядковые автоморфизмы
Пусть P – порядок в IRn.

Порядковый автоморфизм, или P-автоморфизм – это го-
меоморфизм f : IRn → IRn такой, что f(Px) = Pf(x) для
каждой x ∈ IRn. Будем обозначать множество всех порядко-
вых автоморфизмом чере Aut(P).

Вычисление порядковых автоморфизмов является очень
трудной задачей. Подробные описания порядковых автомор-
физмов в случае абелевой группы и основной аффинной груп-

2Теорема верна для строго выпуклых конусов [110].
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пы Ли были даны соответственно в статьях А.Д.Александрова
[86, 29] и А.К.Гуца [94, 96] и представлены в гл.2,4 и 5.

Для других некоммутативных групп Ли имеем теорему:

Теорема 10.3. Пусть P является α(G)-инвариантным эл-
липтическим коническим порядоком в IR3, где α – нормальное
просто транзитивное аффинное действие. Тогда Aut(P) ⊂
Aff (IR3).

Доказательство. См. [1, 222, 226].

Доказательство теоремы 10.3, наряду с другими, исполь-
зует теорему А.В.Шайденко [214], в которой описываются
порядковые автоморфизмы выпуклых конических конусов в
IRn, n ≥ 3.

Пример 10.1. Не эллиптический конический порядок P
в IR3

P(x1,x2,x3) = {y = (y1, y2, y3) ∈ IR3 : yi ≥ xi (i = 1, 2, 3)}
является α(G3III)-инвариантным, где α(G3III) состоит из
аффинных преобразований вида

(x1, x2, x3) → (x1e
−t + α, x2 + β, x3 + t),

α, β, t ∈ IR.

Он обладает неаффинным P-автоморфизмом

f : (x1, x2, x3) → (φ(x1), ψ(x2), µ(x3)),

где φ, ψ, µ – произвольные неаффинные гомеоморфизмы.

Определение 10.5. Луч контингенции множества M ⊂
IRn в точке x есть предел лучей, исходящих из точки x и про-
ходящих через y ∈ M при стремлении y к x. Множество всех
таких лучей контингенции обозначаем через cont(M,x).

Гипотеза 10.1. Утверждение теоремы 10.3 справедливо для
произвольного α(Gn)-инвариантного порядка в IRn, n ≥ 3, для
которого cont(Px, x) есть эллиптический конус с внутренни-
ми точками.
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10.5. Разрывные расширения группы
Aut(P)

Здесь мы покажем, как может быть обобщено обычное понятие
порядкового автоморфизма [90].

Пусть I – идеал подмножеств пространства IRn, т.е. семей-
ство подмножеств, удовлетворяющее условиям:

1) если A, B ∈ I, то A ∪B ∈ I;
2) если A ⊂ B и B ∈ I, то A ∈ I.

Определение 10.6. Биекция f : IRn → IRn называется
I-порядковым автоморфизмом, если симметрическая разни-
ца f(Px) 4 Pf (x) ∈ I для любой точки x /∈ Af , где Af есть
некоторый элемент идеала I.

Говорят, что конический порядок P = {Px : x ∈ IRn} явля-
ется строго выпуклым, если каждый конус Px удовлетворяет
условиям:

1) каждый конус Px является выпуклым;
2) каждое пересечение Px и опорной гиперплоскости к Px

есть либо точка {x}, либо образующая.

Теорема 10.4. Пусть f : IRn → IRn – биекция, такая,
что f(Px) 4 Pf (x) ∈ I для каждой точки x ∈ Rn, n ≥ 3,
где P = {Px : x ∈ IRn} есть замкнутый релятивистский
конический строго выпуклый порядок, int(Px) 6= ∅, and I –
идеал подмножеств, имеющих нулевую меру Лебега. Тогда f
– аффинное отображение.

Доказательство. См. [219].

В [220] была заявлена следующая

Теорема 10.5. Пусть f : IRn → IRn, n ≥ 3, I-поряд-
ковый автоморфизм замкнутого релятивистского кониче-
ского строго выпуклого порядка P = {Px : x ∈ IRn}, где
int(Px) 6= ∅, and I есть либо идеал подмножеств с нулевой
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мерой Лебега, либо идеал подмножеств первой категории Бэ-
ра. Тогда существует аффинное отображение g такое, что
g |IRn\Af

= f |IRn\Af
.

Следующий пример позволяет лучше понять смысл теоре-
мы 10.4 и 10.5.

Пример 10.2. Рассмотрим релятивистский эллиптический
конический порядок

Px = {y = (y1, ..., yn) ∈ IRn : yn − xn ≥
√√√√

n−1∑

i=1

(yi − xi)2},

x = (x1, ..., xn), n ≥ 2,

и биекцию f : IRn → IRn, определенную следующим образом:

f(x) =
{

t(x), x ∈ H
x, x ∈ IRn \H,

где H = {x ∈ IRn : xn ≥ x1 + 1} и t(x) = x + (1, 0, ..., 0, 1).
Тогда f есть I-порядковый автоморфизм относительно

идеала ID множеств, имеющих нулевую меру Дирака с но-
сителем {(0, ..., 0)}, но не является IL-порядковым автомор-
физмом относительно идеала IL множеств, имеющих нулевую
меру Лебега.

Физическая интепретация. С физической точки зрения
теория I-порядковых автоморфизмов – это теория, в которой
допускается возможность потери некоторой информации, ка-
сающейся причинно-следственных связей, при переходе от од-
ной системы отсчета к другой.

10.6. Однородные порядки

Пусть P – порядок в IRn.
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Определение 10.7. Порядок P называется int-однородным
(соотв.: ∂-однородным, ext-однородным), если стабилизатор
Aut(P)x в x действует транзитивно на int(Px) (соотв.: на
∂Px \ {x}, IRn \ (Px ∪ P−x )).

Напомним, что int(A), ∂A обозначают внутренность, гра-
ницу множества A соответственно и P−x = {y ∈ IRn : x ∈ Py}.

Теорема 10.6. Пусть P – нерелятивистский эллипти-
ческий конический α(G3)-инвариантный порядок в IR3, где
α есть нормальное просто транзитивное действие группы
G3 на IR3. Тогда P не является ни int−, ни ∂−, ни ext-
однородным.

Доказательство. См. [224, 226].

Пример 10.5. Релятивистский эллиптический конический
порядок из примера 10.2 при n = 3 является α(G3V II0)-
инвариантным, т.е. инвариантным относительно некоммута-
тивной группы аффинных преобразований вида

(x1, x2, x3) →

→ (x1 cos(t)+x2 sin(t)+α,−x1 sin(t)+x2 cos(t)+β, x3+t),

t, α, β ∈ IR,

и является одновременно int−, ∂−, и ext-однородным.

Релятивистские конические однородные порядки в IRn,
n ≥ 3, были изучены в [21, 62] (см. также обзор [86]).

ПустьAγ – полная левоинвариантная аффинная структура
на G3, предложенная С.П.Гавриловым в статье [68]. Эта струк-
тура задает естественное просто транзитивное аффинное дей-
ствие αγ на IR3. В [68] описываются αγ(G3)-инвариантные ло-
ренцевы метрики относительно гладкой структуры Aγ . Пусть
〈, 〉 такая метрика в IR3.
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Конус Kx с вершиной x в IR3 называется причинным, ес-
ли любой луч из Kx имеет направляющий вектор ξ, при-
надлежащий фиксированной половине касательного конуса
{ζ : 〈ζ, ζ〉x ≥ 0}. Порядок P в IR3 называется аффинно при-
чинным, если он задается множеством эллиптических конусов
{Px : x ∈ IR3}, таким, что каждый конус Px является причин-
ным.

Теорема 10.7. Пусть P аффинный причинный порядок от-
носительно аффинной структуры С.П.Гаврилова Aγ . Тогда
для групп Ли G3 типа I, V I0, V II0 класса I (см. [68]) порядок
P является одновременно int−, ∂− и ext-однородным. Соот-
ветствующие лоренцевы метрики плоские, и, значит, поря-
док P является релятивистским. В других случаях порядок
P не является ни int−, ни ∂−, ни ext-однородным.

Доказательство. См. [104, 109].

10.7. Плотные порядки

Определение 10.8. Порядок P называется плотным, если
для любых x, y ∈ IRn, y ∈ Px множество Px ∩ P−y 6= {x, y}.

Интересно узнать, как устроены плотные порядки.

Основная аффинная группа Ли Gn – это связная односвяз-
ная разрешимая группа Ли, алгебра Ли которой в некотором
базисе задается следующими коммутационными соотношени-
ями

[Xn, Xi] = Xi (i = 1, ..., n− 1).

Замечание 10.2. Особое положение основной аффинной
группы Ли среди упорядоченных групп Ли было установле-
но в работах К.Хофманна и Дж.Лаусона [280], Й.Хильгерта и
К.Хофманна [277] и А.В.Левичева [174, 176].

Порядки и их автоморфизмы основной аффинной группы
Ли были исследованы в статье [94].
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Важно отметить, что 4-мерная основная аффинная группа
Ли является просто транзитивной подгруппой группы изомет-
рий стационарной вселенной де Ситтера, которая рассматри-
валась Хойлом и Нарликаром в качестве альтернативы теории
Большого Взрыва в космологии.

Определение 10.9. Пусть G группа Ли. Подполугруппа
S ⊂ G называется лучевой, если S порождается (как полугруп-
па) объединением однопараметричеких полугрупп, которые S
содержит. Подполугруппа Ли группы Ли G есть замыкание лу-
чевой подполугруппы [281, p.135].

Теорема 10.8. Пусть P = {Px : x ∈ Gn} плотный за-
мкнутый левоинвариантный порядок на абелевой или на ос-
новной аффинной группе Ли Gn, n ≥ 2. Предположим, что
минимальная полугруппа Ли S, для которой Pe ⊂ S, удовле-
творяет условию S∩S−1 = {e}. Тогда Pe есть подполугруппа
Ли.

Доказательство. См. [100, 171].

Следствие 10.1. Пусть α просто транзитивное аффинное
действие абелевой группы Gn на IRn посредством параллель-
ных переносов, т.е. α(Gn) есть группа параллельных перено-
сов. Тогда порядок φ(P) = {φ(Px) : Px ∈ P} in IRn являет-
ся релятивистским замкнутым коническим порядком, где φ
есть диффеоморфизм (10.2) и порядок P удовлетворяет усло-
виям теоремы 10.8.

Следствие 10.2. Пусть α просто транзитивное аффинное
действие основной аффинной группы Ли Gn на IRn

+ = {x =
(x1, ..., xn) ∈ IRn : x1 > 0} посредством преобразований вида:

(x1, ..., xn) → (λx1, λx2 + α1, ..., λxn + αn−1),

λ > 0, α1, ..., αn−1 ∈ IR,

т.е. действие α определяет неполную левоинвариантную аф-
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финную структуру на Gn. Тогда порядок φ(P) = {φ(Px) : Px ∈
P} in IRn

+ является релятивистским замкнутым коническим
порядком, где φ есть диффеоморфизм (10.2) и порядок P удо-
влетворяет условиям теоремы 10.8.

Гипотеза 10.2. Утверждение теоремы 10.8 истинно для
произвольной связной односвязной разрешимой группы Ли
Gn, n ≥ 2.

10.8. Аксиоматизация трёхмерной
псевдоевклидовой геометрии

Используем полученные результаты для аксиоматизации псев-
доевклидовой геометрии. Наша цель будет достигнута, если
будут решены следующие задачи:

1) оснастить абстрактную группу G левоинвариантной аф-
финной структурой;

2) ввести лоренцеву метрику 〈, 〉a на группе G без того, что-
бы использовать понятие гладкого тензорного поля.

Первая задача была решена В.К.Иониным [131, 134].
Структура связного односвязного аффинного многообра-

зия на множестве G есть четверка 〈G, Γ, Φ, Ψ〉, где Γ есть мно-
жество всех аффинных преобразований вещественной прямой
IR, и

Φ ⊂ GIR, Ψ ⊂ IRG

удовлетворяют следующим условиям:

1) Для любых φ ∈ Φ и ψ ∈ Ψ композиция ψ ◦ φ ∈ Γ.

2) Φ максимально, т.е. если f : IR → G, но f /∈ Φ, то суще-
ствует ψ ∈ Ψ такое, что ψ ◦ f /∈ Γ.

3) Ψ максимально, т.е. если f : G → IR, но f /∈ Ψ, то суще-
ствует φ ∈ Φ такое, что f ◦ φ /∈ Γ.
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4) Для любых x, y ∈ G существует φ ∈ Φ такое, что
x, y ∈ φ(IR).

5) Для любых x, y ∈ G, x 6= y, существует ψ ∈ Ψ такое, что
ψ(x) 6= ψ(y).

Аффинное преобразование h : G → G определяется в этих
терминах как отображение, для которого ψ ◦ h ◦ φ ∈ Γ для
любого φ ∈ Φ и ψ ∈ Ψ.

Множество прямых – это множество {φ(IR) : φ ∈ Φ0}, где
Φ0 ⊂ Φ – подмножество всех непостоянных отображений. Луч
с началом x есть множество φ(IR+), где φ ∈ Φ0 и IR+ = {t ∈ IR :
t > 0}, φ(0) = x.

Обычным образом определяется размерность dim G аф-
финного многообразия G 3.

Аффинная структура 〈G,Γ, Φ, Ψ〉 левоинвариантная, если
каждый левый сдвиг L : x → ax является аффинным преоб-
разованием.

Левоинвариантная аффинная структура 〈G, Γ,Φ,Ψ〉 назы-
вается нормальной, если для любых x, y ∈ G и t ∈ T , где T
максимальная абелева подгруппа группы G, существует един-
ственный z ∈ G такой, что

ψ(z)− ψ(y) = ψ(Lt(x))− ψ(x)

для любого ψ ∈ Ψ.
Точка a ∈ M ⊂ G называется внутренней для множества

M , если для любого φ ∈ Φ0, φ(IR) 3 a найдутся α, β ∈ IR, α 6=
β, для которых a ∈ φ((α, β)) и φ((α, β)) ⊂ M . Множество всех
внутренних точек для M обозначается как int(M). Значит, мы
имеем топологию на 〈G,Γ, Φ, Ψ〉, которая не связана априори
ни с каким-либо порядком на G.

Вторая задача решается следующим образом.
Пусть G произвольная абстрактная группа, снабженная ле-

воинвариантной аффинной структурой 〈G,Γ,Φ,Ψ〉. Предполо-
жим, что на G задан левоинвариантный порядок P = {Px :
x ∈ G}, удовлетворяющий условиям:

3См., например, определение размерности пространства в § 3.11.
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AO1. P = Pe – конус с острой вершиной e.

AO2. Аффинная оболочка множества P совпадает с G.

AO3. Множество P замкнутое, т.е. G \ P = int(G \ P ).

AO4. Конус P – эллиптический, т.е. для любых двух x, y ∈
P, x, y 6= e, x 6= y, найдется аффинное преобразование
f ∈ Aff (G) такое, что f(e) = e, f(x) = y, f(P ) = P .

AO5. Порядок P является int-однородным.

Теорема 10.9. Пусть G абстрактная группа, снабженная
3-мерной левоинвариантной нормальной аффинной структу-
рой Ионина 〈G,Γ,Φ,Ψ〉 и левоинвариантным порядком P,
удовлетворяющим условиям AO1 − AO5. Тогда G допускает
структуру 3-мерной связной односвязной разрешимой груп-
пы Ли с полной левоинвариантной аффинной структурой,
порожденной структурой Ионина 〈G, Γ, Φ, Ψ〉, и левоинвари-
антной плоской лоренцевой метрикой 〈, 〉 такой, что в гло-
бальной аффинной карте x1, x2, x3

x = (x1, x2, x3),

〈ξ, ζ〉x =
3∑

i,k=1

gikξiζk,

gik = const.

Значит, порядок P является G-инвариантным и причинным
относительно метрики 〈 , 〉, и группа G есть просто тран-
зитивная подгруппа группы всех изометрий псевдоевклидова
пространства 〈G, 〈 , 〉〉.
Доказательство. См. [226, 113].

Замечание 10.3. Теорема 10.9 показывает, что псевдоев-
клидова геометрия в IR3 может быть определена без предпо-
ложения абелевости группы Ли G, относительно которой ин-
вариантен порядок P. А это обычное условие во многих акси-
оматиках специальной теории относительности.



Глава 11

ТОПОСНАЯ
ХРОНОГЕОМЕТРИЯ

11.1. Переход к теории топосов.
Новые возможности

Основным исходным понятием хроногеометрии при построе-
нии картины Вселенной, благодаря Минковскому, стало поня-
тие события. Вселенная как пространство и время – это
совокупность всех событий. Иными словами, Вселенная – это
Мир событий.

Для того чтобы Мир событий стал объектом научного ис-
следования, необходимо осуществить математизациюМира со-
бытий.

В предыдущих главах мы интерпретировали Мир событий
как множество M. Это означает, что математическое мо-
делирование физического пространства-времени основывалось
на теории множеств. Теория множеств в двадцатом веке явля-
лась не только языком, на котором математики формулирова-
ли, реализовывали свои мысли, но и, по существу, идеологией
математиков. Понятно, что Природа не обязана втискиваться

206
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в теоретико-множественные идеолологические рамки матема-
тических абстракций. Следствием теоретико-множественного
подхода являлось рассмотрение события как неделимого
явления, как элемента множества M, как геометриче-
ской точки. Однако это явное упрощение. Временные петли,
появляющиеся в общей теории относительности, наглядно де-
монстрируют недостаток такого подхода.

Событие в современной теоретико-множественной тео-
рии пространства-времени – это набор из четырех чисел
(x, y, x, t), которые отражают лишь геометрические свойства
события. Это постоянно отмечалось многими исследователя-
ми. Но событие обладает и физическими [129, c.15-16], и, воз-
можно, многими другими свойствами. Выход за пределы тео-
рии множеств даст новые возможности для описания свойств
реального пространства-времени [106]. Новая теория должна
допускать возможность автоматического усложнения структу-
ры элементарного (атомарного) события в зависимости от воз-
никшей ситуации, наделять его физическими и другими свой-
ствами. При этом усложнится структура (причинного) взаимо-
действия событий и вполне могут измениться представления
о способах оснащения пространства-времени топологической
и метрической структурами.

В идеале необходимо иметь формальную теорию прост-
ранства-времени, которая предстает в самых неожиданных
формах при выборе конкретной модели. Нам представляется,
что пришло время перейти к теоретико-топосной математике,
которая предлагает в качестве моделей особые категории, име-
нуемые топосами, и которые хотя и подобны теории множеств,
но обладают более изощренной структурой, в том числе и бо-
лее сложной логикой.

Ниже в § 11.3 дан пример такого подхода: только за счет
выбора модели (топоса) из одного набора аксиом можно по-
лучить либо плоское пространство-время Минковского, либо
искривленное пространство-время общей теории относитель-
ности.

Взгляд на пространство-время не как на объект топоса, а
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как на топос позволяет (см. § 11.5) рассматривать различные
потоки времени и получать не теоретико-множественные, т.е.
не описываемые как отображения, переходы между потоками
времени.

Таким образом, в §§ 11.3, 11.5 мы демонстрируем теорети-
ко-топосную схему аксиоматического построения причинной
топосной теории пространства-времени. Полученные в итоге
теории пространства-времени будут уже неклассическими, от-
личными от теории пространства-времени Минковского.

В § 11.4 показано, как В.Трифонову удалось дать теоре-
тико-топосное объяснение четырехмерности пространства-
времени. Оказывается, это связано с выбором классической
логики оперирования с «подмножествами».

Еще более удивительные возможности открывает исполь-
зование в качестве модели пространства-времени объектов
гладких топосов

SetsL
op

, Sh(L), G, F
и других [307].

В роли Мира событий вместо IR4, принимаемого в теории
множеств, выступает, например, его «аналог»

R4 = `C∞(IR4) ∈ SetsL
op

,

являющийся уже не простым набором точек, но набором глад-
ких функций. Здесь L – это так называемая категория локусов
(C∞-гладких колец). При этом появляется возможность наде-
лять событие структурой более сложной, чем простой набор
из четырех чисел. Событие меняется в зависимости от взгляда
на него. Формально это называется быть элементом в стадии
локуса `A.

Событие x как элемент в стадии локуса `A =
`C∞(IRn)/I ∈ L пространства-времени R4, что символически
записывается как

x ∈`A R4,

является классом C∞-гладких вектор-функций
(X0(u), X1(u), X2(u), X3(u)) : IRn → IR4, где каждая
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функция Xi(u) берется по mod I, I – некоторый идеал
C∞-гладких функций из IRn в IR. Аргумент u ∈ IRn – это
«скрытые» физические параметры, отвечающие стадии `A.

Отсюда следует, что в стадии вещественных чисел R =
`C∞(IR) рассматриваемого топоса событие x описывает-
ся C∞-гладкой вектор-функцией (X0(u), X1(u), X2(u), X3(u)),
u ∈ IR. Классические четыре числа (x0, x1, x2, x3) – коор-
динаты события x, получаются в стадии 1 = `C∞(IR0) =
`C∞(IR)/(t) (идеал (t) позволят отождествлять функции, если
их значения в 0 совпадают), то есть xi = Xi(0), i = 0, 1, 2, 3.

Пространственно-временные преобразования f : R4 → R4

– это элементы в стадии `A функтора

(R4)R4 ∈ SetsL
op

,

состоящие из классов C∞-гладких вектор-функций
(F 0(u, x), F 1(u, x), F 2(u, x), F 3(u, x)) : IRn × IR4 → IR4,
где каждая функция F i(u, x) берется по mod идеала
π∗(I) = (φ ◦ π | φ ∈ I, π : IRn+4 → IRn − проекция). В
стадии 1 – это обычные преобразования без «скрытого»
физического многомерного параметра u, а в стадии R –
гладкие преобразования со «скрытым» параметром.

Подробно описанная теоретико-топосная модель прост-
ранства-времени дана в книге автора [124].

11.2. Элементарные топосы
Топос – это частный случай более общего понятия категория.
Теория категорий базируется на двух первичных понятиях:
объекты и морфизмы.

11.2.1. Категории

Определение 11.1. Категория K включает в себя:
1) объекты A,B, C, ...;
2) морфизмы f, g, h, ...;
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3) каждый морфизм f связан с двумя объектами A,B; пер-
вый называют областью определения морфизма, а второй –
областью значений. Используются обозначения f : A −→ B

или A
f−→ B;

4) для каждого объекта A имеется тождественный мор-
физм 1A : A −→ A;

5) для каждой пары морфизмов f : A −→ B и g : B −→ C

определена композиция морфизмов g◦f : A −→ C. Композиция
должна удовлетворять двум условиям:

(i) Закон идентичности. Если дан морфизм f : A −→ B, то
1B ◦ f = f и f ◦ 1A = f .

(ii) Закон ассоциативности. Если даны морфизмы f : A
−→ B, g : B −→ C, h : C −→ D, то (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).

Совокупность морфизмов из A в B обозначают как
HomK(A,B) или просто как Hom(A,B).
Двойственная категория. Если дана категория K, то легко
строится двойственная категория Kop. Она имеет те же са-
мые объекты, что категория K, а морфизмы получаются из
морфизмов категории K «обращением стрелки», т.е. если в K
есть морфизм f : A −→ B, то в Kop рассматривается морфизм
f : B −→ A.

Определение 11.2. Морфизм f : A −→ B называется мо-
номорфизмом, если для любой пары морфизмов g : C −→ A,
h : C −→ A из равенства f ◦ g = f ◦ h следует g = h.

Определение 11.3. Диаграммой в категории K называется
совокупность объектов Ai, Aj , ... вместе с некоторыми морфиз-
мами f : Ai −→ Aj между отдельными объектами из этой диа-
граммы (между данной парой объектов может быть несколько
морфизмов, а может и не быть их вовсе).
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Диаграмма

Y B-
h

A X-f

?

g

?
k

называется декартовым квадратом, если
1) она коммутативна, т.е. k ◦ f = h ◦ g;
2) для любых φ : C −→ X, ψ : C −→ Y , для которых комму-

тативна диаграмма

Y B-
h

C X-φ

?

ψ

?

k,

существует единственный морфизм j : C −→ A такой, что диа-
грамма

C

A

Y

Q
QQs z

U

-
f

g

j

φ

ψ

?

X

коммутативна.

Определение 11.4. Конусом для диаграммы D с объекта-
ми Ai, Aj , ... называется такой объект C вместе с морфизмами
fi : C −→ Ai для каждого объекта Ai из D, что диаграмма

-

7
Ai Aj

C

fi fj

g

o



212 Глава 11. ТОПОСНАЯ ХРОНОГЕОМЕТРИЯ

коммутативна для любого морфизма g : Ai −→ Aj из D.
Конус для диаграммы D обозначаем через (fi : C −→ Ai).

Определение 11.5. Предел диаграммы D есть конус (fi : C
−→ Ai) такой, что для любого другого конуса (f ′i : C ′ −→ Ai)

для D существует единственный морфизм f : C ′ −→ C, для
которого диаграмма

7

-

K

Ai

C ′ C

f ′i fi

f

коммутативна для каждого объекта Ai из D.
Диаграмма конечная, если она состоит их конечного числа

объектов и конечного числа морфизмов.

Определение 11.6. Категория K называется конечно пол-
ной, если она содержит предел любой конечной диаграммы.

Конечный объект. Пусть D – пустая диаграмма

т.е. без объектов и без морфизмов. Тогда конус для D – это
просто любой объект. (Нет никаких морфизмов). Предел для
пустой D есть объект C такой, что любого объекта C ′ суще-
ствует единственный морфизм f : C ′ −→ C.

Этот удивительный объект C получает специальное назва-
ние конечный объект и обозначается как 1.

В категории множеств Sets конечный объект – это любое
одноэлементное множество.

Определение 11.7. Объект 1 называется конечным, если
для каждого объекта A существует один и только один мор-
физм из A в 1.
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11.2.2. Функторы. Категория функторов EK
Функтором F из категории K в категорию E называется функ-
ция, которая ставит в соответствие

1) каждому объекту A категории K объект F (A) катего-
рии E ;

2) каждому морфизму f : A −→ B категории K морфизм
F (f) : F (A) −→ F (B) категории E такой, что

a) F (1A) = 1F (A);
b) F (g ◦f) = F (g)◦F (f) для любых морфизмов f, g,
для которых определена композиция g ◦ f .

Категория функторов. Пусть даны две категории K, E . По-
строим категорию функторов EK, объектами которой явля-
ются функторы из K в E .

Определим морфизмы категории EK. Возьмем два функ-
тора F : K −→ E и G : K −→ E . Морфизм τ : F −→ G объек-
та F в объект G называется естественным преобразованием
функтора F в функтор G и состоит из семейства морфизмов
{τA : F (A) −→ G(A), где A−любой объект категории K}. При-
чем морфизм τA : F (A) −→ G(A) таков, что для любого мор-
физма f : A −→ B диаграмма

A

?
B

F (A)

F (B)

?

- G(A)

?
G(B)-

f F (f) G(f)

τA

τB

коммутативна.
Морфизмы τA называются компонентами преобразова-

ния τ .
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11.2.3. Топосы

Теория категорий развивалась долгое время без какого-либо
серьезного к ней отношения со стороны математиков. Она рас-
сматривалась как экзотическая теория обо всем и про всё.
Именно это не способствовало ее использованию при решении
многих важных научных задач.

В 1960 г. А. Гротендик пришел к открытию класса катего-
рий, который впоследствии назвал топосами и которые явля-
ются исключительно сложными теоретико-множественными
конструкциями». Топосы Гротендика имели непосредственное
отношение к востребованной в математике теории пучков.

«Ловер к концу 60-х годов заметил, что каждый топос Гро-
тендика имеет объект истинностных значений, а само двух-
элементное множество {истина, ложь} можно рассматривать
как «объект истинностных значений» в категории множеств.
Этим фундаментальным открытием была значительно про-
двинута разработка теории топосов. В результате появилось
понятие классификатора подобъекта, которое в свою очередь
вводит в обиход понятие «подобъекта», являющегося категор-
ным аналогом понятия подмножества. Классификатор под-
объектов обозначается посредством Ω, и следствием существо-
вания такого объекта является всë то, что мы можем сказать
о подобъектах A объекта D и что может быть переведено в
разговор об отображениях D в Ω»1. В итоге элементарный то-
пос (т.е. его свойства могут быть описаны в первопорядковом
языке) был определен как декартово замкнутая категория с
классификатором подобъектов.

Топосы оказались теми категориями, которые достаточно
близки к категории множеств Sets. Теория множеств стала
оплотом математики XX века, отчасти благодаря тому, что
обладает возможностью легко порождать объекты, которые
нашли широкое использование при решении самых разнооб-
разных задач. Речь идет о декартовых произведениях объек-
тов, а также об объектах, состоящих из того, что на языке тео-

1Карпенко А.С. Логика на рубеже тысячелетия.
– http://www.philosophy.ru/library/logic/karpenko/01.html
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рии множеств называеся множеством отображений из одного
иножества A в другое множество B, т.е. о множествах вида
BA = {f : A −→ B}. Кроме того, учитывается то, что под-
множество A множества D описывается с помощью характе-
ристической функции χA, которая принимает значение в дву-
элементном множестве {0, 1} (={ложь, истина}). Эти свойства
категории Sets берутся в качестве основных при сужении тео-
рии категорий до теории топосов.

Определение 11.8. Произведением объектов A и B назы-
вается предел диаграммы, которая состоит только из двух объ-
ектов A и B и не имеет ни одного морфизма. Для призведения
используется обозначение A×B.

Поскольку A×B – конус, то имеем диаграмму

7
A B

A×B

pA pB

o

где морфизмы pA, pB называются проекциями.

Пусть даны объекты A,B, C,D и морфизмы f : A −→ C,
g : B −→ D. Тогда существует единственный морфизм f × g :
A×B −→ C ×D, для которого коммутативна диаграмма
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pA

pB

pC
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f

g

f × g

Морфизм f×g : A×B −→ C×D называется произведением
морфизмов f и g.
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Определение 11.9. Категория K допускает экспоненциро-
вание, если

1) в ней существует произведение любых двух объектов;
2) если для любых двух объектов A и B существует объ-

ект BA («отображение» объекта A в объект B), называемый
экспоненциалом, и морфизм ev : BA × A −→ B, называемый
морфизмом значения, такие, что для любых объекта C и мор-
физма g : C×A −→ B существует единственный морфизм ĝ : C

−→ BA, для которых коммутативна диаграмма

BA ×A

s
3 B

ev

g

C ×A

6
ĝ × 1A

Многие категории обладают произведениями, но только
некоторые имеют экспоненциалы.

Определение 11.10. Категории с произведениями, в кото-
рых каждая пара объектов имеет экспоненциал, называются
декартово замкнутыми категориями.

Определение 11.11. Классификатором подобъектов для
категории K называется объект Ω вместе с морфизмом > : 1
−→ Ω такой, что выполняется следующая
Ω-аксиома. Для каждого мономорфизма f : A 7→ D суще-
ствует единственный морфизм χf : D −→ Ω, для которого диа-
грамма

1 Ω-
>

A D-f

?
!

?

χf

является декартовым квадратом.
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Здесь через ! : A −→ 1 обозначен единственный морфизм из
A в 1.

Морфизм χf называется характеристическим, или харак-
тером морфизма f , а объект Ω – классифицирующим объек-
том. Морфизм > носит название «истина».

Термин «классификатор подобъектов» для Ω связан с тем,
что любой мономорфизм f : A 7→ D носит название подобъек-
та объекта D. В теории категорий подобъекты – это аналоги
подмножеств A ⊂ D в теории множеств.

Следствием существования классификатора подобъектов
Ω является всë то, что мы можем сказать о подобъектах A
объекта D и что может быть переведено в разговор об отоб-
ражениях χf D в Ω. 2

Определение 11.12. Элементарный топос – это декарто-
во замкнутая категория, обладающая классификатором.

11.2.4. Логика топоса

Рассмотрим совокупность Sub(D) всех подобъектов объекта
D. Можно (см.[71]) на Sub(D) определить операции ∪,∩, \ и
отношение ⊂, аналогичные операциям объединения, пересече-
ния, дополнения и включения, определяемые в теории мно-
жеств.

Но в отличие от теории множеств, Sub(D), в общем слу-
чае, не является булевой алгеброй. Поскольку булева алгебра
связана с классической двузначной логикой, то говорят, что
топосы, в общем случае, подчиняются неклассической
логике.

Топос называется булевым, если Sub(D) является булевой
алгеброй. Для булева топоса справедлив закон исключенно-
го третьего [71, c.172] и любые другие утверждения, которые
доказуемы в рамках классической логики [71, c.173].

2Карпенко А.С. Логика на рубеже тысячелетия.
– http://www.philosophy.ru/library/logic/karpenko/01.html
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Таким образом, в произвольном топосе, в общем слу-
чае, действуют законы интуиционистской логики, а совокуп-
ность Sub(D) является так называемой алгеброй Гейтинга [71,
c.196].

11.2.5. Топосы Bn(X), Top(X), SetsP и M−Set

Категориями являются теория множеств Кантора Sets, со-
стоящая из множеств (объекты) и отображений (морфизмы),
и теория топологических пространств Top, состоящая из то-
пологических пространств (объекты) и непрерывных отобра-
жений (морфизмы). Но это простейшие примеры категорий.
Ниже нам потребуются более сложно устроенные категории,
являющиеся топосами.

Категория E называется малой, если в ней совокупности
морфизмов Hom(A,B) из A в B для любых объектов A,B
являются настоящими множествами, т.е. объектами категории
Sets.

Теорема 11.1. Если E малая категория, то категория
SetsE является топосом.

Топос Bn(X). Пусть X – непустое множество. Расслоением
над X называется пара (A, p), где A – множество и p : A −→ X

– отображение.
Объектами категории Bn(X) всех расслоений над X явля-

ются расслоения (A, p), а морфизмами f : (A, p) −→ (B, q) –
отображения f : A −→ B, для которых коммутативна диаграм-
ма

A B-f

X

p
@

@
@
@R

q
¡

¡
¡

¡ª

Категория Bn(X) является топосом [71, c.103].
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Топос Top(X). Пучок – это расслоение, обладающее некото-
рой дополнительной топологической структурой. Пусть X –
топологическое пространство.

Пучком над X называется пара (A, p), где A – топологиче-
ское пространство и p : A −→ X – непрерывное отображение,
являющееся локальным гомеоморфизмом. Последнее означа-
ет, что каждая точка x ∈ A имеет открытую окрестность Ox,
которая посредством p гомеоморфно отображается на p(Ox),
являющееся открытым в X.

Объектами категории Top(X) пучков над X являются
пучки (A, p), а морфизмами f : (A, p) −→ (B, q) – непрерыв-
ные отображения f : A −→ B такие, что диаграмма

A B-f

X

p
@

@
@
@R

q
¡

¡
¡

¡ª

коммутативна.
Категория Top(X) является топосом и назвается про-

странственным топосом [71, c.110].

Топос SetsP. Категория P, в которой любые два объекта p, q
связаны не более чем одним морфизмом p −→ q, называется
категорией предпорядка. Если P есть совокупность всех объ-
ектов категории P, то на P можно ввести предпорядок ¹:

p ¹ q тогда и только тогда, когда в категории P
существует морфизм p −→ q.

Отношение ¹ обладает свойствами:
1) рефлексивность, т.е. для каждого p выполнено p ¹ p;
2) транзитивность, т.е. если p ¹ s и s ¹ q, то p ¹ q.
Таким образом, отношение ¹ – это обычное отношение

предпорядка. Следовательно, P = 〈P,¹〉 – частично преду-
порядоченное множество, которое является частично упрядо-



220 Глава 11. ТОПОСНАЯ ХРОНОГЕОМЕТРИЯ

ченным множеством, если отношение ¹ удовлетворяет следу-
ющему условию:

3) антисимметричность, т.е. если p ¹ q и q ¹ p, то p = q.

Обратно, если дано частично преупорядоченное множество
P = 〈P,¹〉, то легко строится категория предпорядка P. Ее
объекты – это элементы множества P , а морфизм p −→ q име-
ет место, если задано отношение p ¹ q. Рефлексивность пред-
порядка обеспечивает существование морфизмов 1p, а тран-
зитивность – возможность образовывать композиции морфиз-
мов.

Если P – категория предпорядка, то категория SetsP яв-
ляется топосом.

Топос M−Set. Пусть M = 〈M, ∗, e〉 – моноид3 и X – произ-
вольное множество.

Действием λ моноида M на X называется отображение λ :
M ×X −→ X, удовлетворяющее условиям:

1) λ(e, x) = x для любого x ∈ X;
2) λ(m1, λ(m2, x) = λ(m1 ∗m2, x) для любых m1,m2 ∈ M и

x ∈ X.
Пара 〈X, λ〉 называется M-множеством.
Вводим отображение λm : X −→ X, полагая, что

λm(x) ≡ λ(m,x).

Все M-множества рассматриваем как объекты категории
M−Set. Ее морфизмы состоят из отображений f : 〈X,λ〉 −→
〈Y, µ〉, где f : X −→ Y – отображение, 〈X, λ〉, 〈X,λ〉 – M-мно-

3Моноидом называется тройка M = 〈M, ∗, e〉, где 1) M – некоторое
множество; 2) ∗ : M × M −→ M – бинарная операция на M , которая

ассоциативна, т.е. x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z; 3) e ∈ M – единица, для которой
x ∗ e = e ∗ x = x.
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жества, и диаграмма

X Y-
f

X Y-f

?

λm

?

µm

коммутативна для любого m ∈ M .
Категория M−Set является топосом [71, c.114].

11.3. Причинная категорная теория
пространства-времени

В предыдущих главах приводились различные теоретико-
множественные аксиоматизации специальной и общей теорий
относительности. Мы видели, что системы аксиом для этих
теорий значительно различаются. Система аксиом для спе-
циальной теории относительности содержит небольшое число
первичных понятий – более простая и достаточно легко приво-
дит к поставленной цели. В случае общей теории относитель-
ности огромной трудностью, как мы знаем, является введение
гладкой структуры (см. § 1.7.3, [197]).

Существует ли единый способ аксиоматизации этих двух
различных физических теорий? Казалось бы, ответ отрица-
тельный – уж очень отличны соответствующие геометриче-
ские структуры этих теорий. Однако такой единый способ ак-
сиоматизации возможен, если воспользоваться языком теории
топосов [71]. В рамках теории топосов система аксиом одна и
та же для обеих теорий. Переход от одной теории к другой
осуществляется за счет выбора конкретного топоса.

В этом параграфе мы приводим теоретико-топосную при-
чинную теорию пространства-времени, построенную по ана-
логии с теоретико-множественной аксиоматизацией псевдоев-
клидовой геометрии, данной в § 10.8.
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Пусть E элементарный топос с объектом натуральных чи-
сел N , и пусть IRT объект непрерывных вещественных чисел.

Эти два объекта подробно описаны в книгах [71, 127] и в
статье [345].

Аффинный морфизм α : IRT −→ IRT определяется как ко-
нечная композиция морфизмов вида

1IRT , ⊗ ◦ (λ× 1IRT ) ◦ j, ⊕ ◦ (1IRT × µ) ◦ j,

где⊕,⊗ – операции сложения и умножения в IRT соответствен-
но, λ, µ – произвольные элементы из IRT , и j : IRT ' 1× IRT –
изоморфизм.

Пусть Γ – совокупность всех аффинных морфизмов из IRT

в IRT .

Определение 11.12. Аффинный объект в топосе E – это
объект A вместе с двумя совокупностями морфизмов:

Φ ⊂ HomE(IRT , A), Ψ ⊂ HomE(A, IRT )

такими, что следующие условия выполняются:

1) Для любых φ ∈ Φ, ψ ∈ Ψ композиция ψ ◦ φ ∈ Γ.

2) Если f ∈ HomE(IRT , A) \Φ, то найдется ψ ∈ Ψ такой, что
ψ ◦ f /∈ Γ.

3) Если f ∈ HomE(A, IRT ) \Ψ, то найдется φ ∈ Φ такой, что
f ◦ φ /∈ Γ.

4) Для любых мономорфизмов f : Ω 7→ A, g : Ω 7→ IRT

существует φ ∈ Φ такой, что φ ◦ g = f .

5) Для любых мономорфизмов f : Ω 7→ A, g : Ω 7→ IRT

существует ψ ∈ Ψ такой, что ψ ◦ f = g.

Здесь Ω есть классификатор подъобъектов в E .
Аффинный объект в категории Sets – это множество, снаб-

женное аффинной структурой [131].
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В топосе Bn(M) и в пространственном топосе Top(M) аф-
финный объект является расслоенным пространством с базой
M и аффинными пространствами в качестве слоев.

Категорное описание теории относительности означает вве-
дение лоренцевой структуры либо в аффинном пространстве,
либо в расслоенном пространстве с аффинными пространства-
ми в качестве слоев. Это может быть сделано посредством
определения семейства равных и параллельных эллиптиче-
ских конусов, т.е. релятивистского эллиптического порядка [1].

Пусть A аффинный объект в топосе E .

Определение 11.13. Порядок в A – это объект P вместе
с совокупностью подобъектов px : P 7→ A, где x : 1 −→ A –
произвольный элемент такой, что:

1) x ∈ px.

2) Если y ∈ px, то z ∈ py влечет z ∈ px.

Порядок 〈P, {px}〉 обозначается как P.
Морфизм f : A −→ A называется аффинным, если ψ◦f ◦φ ∈

Γ для любых φ ∈ Φ и ψ ∈ Ψ.
Мы обозначаем семейство всех аффинных морфизмов объ-

екта A через Aff (A).
Пусть T ⊂ Aff (A) состоит из всех коммутируемых друг с

другом морфизмов. Порядок P является инвариантным от-
носительно T , если для любых px, py найдется gxy ∈ T такой,
что gxy ◦ px = py.

Морфизм f : A −→ A сохраняет порядок P, если для каж-
дого px найдется py такой, что f ◦ px = py. Семейство всех
морфизмов, сохраняющих порядок P, инвариантный относи-
тельно T , обозначаем через Aut(P).

Луч – это морфизм

λ : IR+ 7→ IRT
ϕ−→ A,
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где φ ∈ Φ0 ⊂ Φ, и для любого φ ∈ Φ0 нельзя найти x : 1
−→ A такого, что φ = x◦ !. Здесь ! : IRT −→ 1 и IR+ – подобъ-
ект объекта IRT , состоящий из тех t, для которых 0 ≤ t (см.
определение порядка на IRT , описанного в [345]).

Порядок P называется коническим, если 1) для каждого
y ∈ px существует луч λ ⊂ px такой, что x, y ∈ λ, и 2) x есть
начало луча λ, т.е. если µ есть луч и y ∈ µ ⊂ λ, µ 6= λ, то x /∈ µ.

Порядок P имеет острую вершину, если для каждого px

не существует φx ∈ Φ0 такой, что φx ⊂ px.
Порядок P полный, если для любых элемента z : 1 −→ A и

px существуют различные элементы ux, vx : 1 −→ A и φ ∈ Φ0

такие, что z, ux, vx ∈ φ и ux, vx ∈ px.
Элемент u ∈ px называется крайним, если существует φ ∈

Φ0, для которого u ∈ φ, но y /∈ φ для всех y ∈ px, y 6= u.
Говорят, что конический порядок P строгий, если для лю-

дого некрайнего элемента u ∈ px, и v ∈ px, v 6= u, и каждого
луча λ с началом u такого, что v ∈ λ, существует крайний
элемент w ∈ λ и w ∈ px.

Определение 11.14. Аффинный объект A с порядком P,
который является полным, строгим, коническим, с острой вер-
шиной и инвариантным относительно T , называется лоренце-
вым, если для каждого x : 1 −→ A и любых крайних элемен-
тов u, v ∈ px, где u, v 6= x, существует f ∈ Aut(P) такой, что
f ◦ u = v, f ◦ x = x.

Теорема 11.2. Лоренцев объект A в топосе Sets является
аффинным пространтством, допускающим псевдоевклидову
сруктуру, определенную квадратичной формой

x2
0 −

n∑

i=1

x2
i ,

где n конечно или равно ∞, и Aut(P) есть группа Пуанка-
ре (см. [1]). Лоренцев объект A в топосе Top(M) являет-
ся расслоенным пространством над M со слоями, снабжен-
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ными аффинной структурой и непрерывной псевдоевклидовой
структурой конечной или бесконечной размерности.

Ясно, что можно рассматривать не только топосы Sets,
Bn(M), или Top(M), но и многие другие, которые обладают
аффинным объектом. При этом будем получать «иные теории
относительности».

Существующие категорные определения теории множеств
Sets и Top(M) в совокупности всех элементарных топосов
дают возможность говорить о решении проблемы категорного
описания теории относительности.

В формулировке следующей теоремы используются раз-
личные понятия, определения которых можно найти в книгах
по теории топосов [71, 127].

Теорема 11.3. Если E точечный топос, удовлетворяющий
аксиоме транзитивности, имеет лоренцев объект A, то E
является моделью теории множеств Цермело Z, а объект
A является моделью специальной теории относительности.
Если E топос, определенный над Sets, имеет достаточно
много точек, удовлетворяет аксиоме (SG) и обладает лорен-
цевым объектом A, то E есть топос Top(M), а объект A
является моделью общей теории относительности.
Доказательство. Первое утверждение следует из теоремы
9.37 из [127, c.338]. Второе утверждение есть теорема 7.25 из
[127, c.251].

11.4. Теоретико-топосное решение
проблемы четырёхмерности
пространства-времени

В топосной хроногеометрии находит решение проблема че-
тырёхмерности пространства-времени. В.Трифонов [349] по-
казал, что если собственное (психологическое) время наблю-
дателя адекватно описывается с помощью вещественных чисел
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IR, а логика является булевой, то наши современные представ-
ления о Мире событий (наша парадигма) однозначно связаны
с Миром событий Минковского, т.е. с четырёхмерным псевдо-
евклиловым пространством.

Изложим основные идеи и результат В.Трифонова.

Определение 11.15. F -алгебра A – это пара 〈A,C〉, где A
– векторное пространство над полем F , а C : A∗×A×A −→ F –
трилинейная форма, называемая структурной, симметричная
по второму и третьему аргументу, т.е. C(t, a, b) = C(t, b, a).

С помощью структурной формы C вводим призведение ∗
векторов F -алгебры A (при фиксированном t ∈ A∗) следую-
щим образом. Если a, b ∈ A, то (a ∗ b)(t) = C(t, a, b). Вектор
e ∈ A такой, что e ∗ a = a ∗ e = a называется единицей.

Метрика g F -aлгебры A – задается квадратичной формой
gnm = C(t, en, em), где t ∈ A∗ – фиксированный ковектор, а
{e0, e1, ...edim A} – базис в пространстве A. Имеем

C(t, a, b) = C(tiei, anen, bmem) = Ci
nmtia

nbm,

Ci
nm = C(ei, en, em),

gnm = tiC
i
nm. (11.1)

Определение 11.16. F -ксеноформа – это категория A[F ]
всех F -алгебр над частично упорядоченным полем F . Объект
A категории A(F ) называем парадигмой. Размерность пара-
дигмы – это число dim A. Ковектор t ∈ A∗ называется соб-
ственным (психологическим) временем.

Пусть MA = 〈A, ∗, e〉 мультипликативный группоид пара-
дигмы, т.е. F -алгебры A, порожденный множеством ненуле-
вых векторов пространства A.

Определение 11.17. Парадигма A называется классиче-
ской, если MA есть моноид, а топос MA−Set является буле-
вым.
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Теорема 11.4. IR-ксеноформа имеет единственную класси-
ческую парадигму E размерности 4 с лоренцевой метрикой g.

При доказательстве этой теоремы ключевыми являются
два момента:

1. Для поля IR топос ME−Set является булевым, а ME

группой.
2. Для IR-ксеноформы имеется изоморфизм для любой ее

парадигмы E ∼= H, где H – алгебра кватернионов, размер-
ность которой, как известно, равна 4. Таким образом, имеется
единственная парадигма, или, другими словами, в нашем рас-
поряжении единственное векторное пространство, оснащенное
метрикой g.

3. Имеется базис {e0, e1, e2, e3} в алгебре кватернионов, в
котором

C0
nm =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 , C1

nm =




0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0


 ,

C2
nm =




0 0 1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 0


 , C3

nm =




0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0


 . (11.2)

Из (11.1) и (11.2) следует, что

gnm =




t0 t1 t2 t3
t1 −t0 t3 −t2
t2 −t3 −t0 t1
t3 t2 −t1 −t0


 .

Поскольку метрика симметрична, т.е. gnm = gmn, то t1 =
−t1, t2 = −t2, t3 = −t3. Следовательно, t1 = t2 = t3 = 0. Поэто-
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му метрика g имеет лоренцеву сигнатуру,

gnm =




t0 0 0 0
0 −t0 0 0
0 0 −t0 0
0 0 0 −t0


 ,

а t = (t0, 0, 0, 0) – представляет собственное время, адекватно
описываемое полем IR.

Конструкция пространства-времени в форме парадиг-
мы кажется непонятной и странной. В действительности
В.Трифонов в своей первой работе начинал с разъяснений по-
нятий, которые в формальном виде изложены выше.

Любой исследователь воспринимает Мир событий, полу-
чает о нем знания. Его восприятия образуют сенсорное про-
странство A. Если, следуя квантовой механике, считать, что
важнейшим свойством наблюдения состояний любой системы
является принцип суперпозиции, когда состояния знания скла-
дываются с некоторыми весами, то сенсорное пространство
следует наделить линейной (векторной) структурой над неко-
торым полем F , из которого берутся необходимые «весовые»
коэффициенты.

Но исследователь еще и воздействует на Мир, производя
измерения и другие действия. Можно производить новое дей-
ствие вслед за первым. Иначе говоря, нужно предусмотреть
композицию действий. Формально это означает, что мы «пе-
ремножаем» действия, и это реализуется как композиция дей-
ствий на некотором множестве, представляющем собой или
состояния Мира, или состояния той или иной физической си-
стемы. Таким образом, при формализации появляется то, что
называется моноидом MA. Топос MA−Set – это совокупность
различных физических систем, подвергаемых воздействиям со
стороны исследователя. Трифонов вводит понятие моторного
пространства всевозможных действий исследователя, кото-
рое отождествляется с моноидом MA.

Парадигма – это множество состояний знания исследова-
теля. Наблюдение – суперпозиция с весами состояний зна-
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ний. Исследователь может воздействовать на состояния зна-
ния. Поэтому парадигма, представленная как линейное век-
торное пространство с допущением операции умножения его
векторов, одновременно являет собой сенсорное и моторное
пространства.

По сути дела, пространство-время Минковского – это сен-
сорное пространство, и его можно представлять как некую па-
радигму. Это и сделано В.Трифоновым в форме F -алгебры.
Поскольку априори F -алгебр может быть великое множество,
то и парадигм может быть очень много. Все парадигмы над
одним полем, играющим роль типа течения времени (психоло-
гии исследователя), объединяются в одну F -ксеноформу.

Выбор поля F – это и выбор типа течения времени (потока
времени), это и выбор F -ксеноформы.

Идеи В.Трифонова получили дальнейшее развитие в cтатье
Раптиса [314].

11.5. Топос SetsP как пространство-
время

Очень часто используется понятие поток времени. Как пра-
вило, имеется в виду лоренцева метрика и соответствующее
непрерывное поле временных векторов. Если это поле не имеет
сингулярностей, т.е. точек, в которых вектор поля обращает-
ся в нуль, то говорят о временной ориентации Мира событий.
Собственно говоря, термины пространство-время и лоренцево
многообразие автоматически связаны с понятием потока вре-
мени.

Может ли Мир событийM иметь несколько потоков време-
ни? Обычно отвечают положительно, поскольку можно задать
несколько лоренцевых метрик. Возможен ли переход от одно-
го потока времени к другому? Ответ, как правило, сводится к
отысканию отображения τ : M−→M такого, что

dτ(g1) = g2, (11.3)
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где g1, g2 – две различные лоренцевы метрики, т.е. два разных
потока времени. В геометрии задача (11.3) называется задачей
нахождения движений или задачей нахождения изометриче-
ских отображений. Однако, если мы не желаем, чтобы собы-
тие перемещалось, т.е. полагаем, что τ = idM, или τ(x) = x
для любого x ∈ M, но желаем найти нетривиальное преобра-
зование τ от одного потока времени к другому, то мы должны
предположить, что dτ 6= idIR4 . Ясно, такого преобразования
τ , удовлетворяющего двум условиям τ = idM, dτ 6= idIR4 , не
существует.

Но мы использовали теорию множеств. Если использовать
теорию топосов [71], то можно найти нетривиальное преобра-
зование τ разных потоков времени, оставляющее каждое со-
бытие на месте, т.е. τ = idM.

Для этого откажемся от классического представления о
пространстве-времени как о Мире событий, «размещенном» в
одном топологическом пространстве [112].

Пусть нам дано частично упорядоченное множество P =
〈P,¹〉. Рассмотрим совокупность всех контрвариантных функ-
торов из категории предпорядка P в категорию множеств
Sets. Возникает элементарный топос SetsP, который и есть
новое формальное пространство-время.

Значениями функтора F ∈ SetsP на элементах x множе-
ства P будут множества F (x). Множество P интерпретируем
как совокупность возможных ситуаций получения знания о
прошлом. Оно допускает временной частичный порядок, так
как должно включать все мыслимые ситуации. Множество
F (x) – это события, наблюдаемые в ситуации x. На языке тео-
рии относительности F (x) – это (причинные) конусы прошло-
го. Функтор F можно интерпретировать как поток времени.

Топос SetsP – всевозможные потоки времени. Классиче-
ское преобразование Лоренца превращается в естественный
изоморфизм двух функторов, то есть потоков времени. В са-
мом деле, рассмотрим два различных потока времени F и G,
и пусть x, y, x ¹ y две (временные) ситуации. Тогда имеем
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следующую диаграмму:

x ¹ y

F (x)
F (¹)−→ F (y)

↓ τx ↓ τy

G(x)
G(¹)−→ G(y),

где τ – естественный изоморфизм функторов F,G. Пусть все
F (x), G(x), x ∈ P, «помещены» в одно пространство IR4. Пред-
положим, что F (x), G(x) есть эллиптические конусы с верши-
ной x; F (x) равен и параллелен конусу F (y); G(x) равен и
параллелен конусу G(y); и τx = τ : IR4 −→ IR4 для всех x ∈ P
– это отображение такое, что

τ(F (x)) = G(x),

G(x) = F (τ(x)). (11.4)

Как следует из [86], отображение τ – это классическое преоб-
разование Лоренца. Но если (11.4) не является справедливым,
например, G(x) = φx(F (x)), где φx есть вращение на посто-
янный угол вокруг точки x, G(x) 6= F (x), и G(x) содержит
пространственный вектор относительно потока времени F , т.е.
мы имеем поток времени G (жизнь) там, где мы видели на-
стоящее (смерть) относительно потока F , то теория множеств
становится бесполезной, поскольку в данных условиях как раз
τ(x) = x для всех x ∈ IR4.

Таким образом, пространство-время SetsP, которое может
быть описано как топос Гротендика [71], уже не «помещает-
ся» в одном «пространстве» и допускает различные потоки
времени, преобразуемые друг в друга неклассическим (т.е. не
теоретико-множественным) способом.



Глава 12

ХРОНОГЕОМЕТРЫ

В этой главе приводятся биографические сведения о людях,
чьи научные работы формировали мысль о необходимости
объединения пространства и времени в единое пространство-
время. Удивительно, но никто из создателей специальной тео-
рии относительности, ни Пуанкаре, ни Эйнштейн, ни Лоренц
не оказались таковыми.

Следует начать с Альфреда Робба, который первым по-
строил причинную аксиоматическую теорию пространства-
времени. Подход Робба, на момент публикации его работ
(1911), однако, не оказался в поле внимания современников и
был оценен лишь во второй половине XX века. Тем не менее,
Робб был тем, кто приучил научную общественность к теории
относительности как к теории единого пространства-времени.

Вторым следует назвать Германа Минковского, хотя имен-
но его подход (1908) к теории относительности оказался наи-
более результативным и популярным.

Современную аксиоматическую причинную теорию абсо-
лютного пространства-времени создал А.Д.Алекcандров. Но
А.Д.Александров публиковал свои результаты в виде отдель-
ных статей, которые никогда не были объединены в одной
монографии, где все части логически связаны и все возмож-
ные подходы и направления исследования оговорены и об-

232
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суждены. Это сделал его ученик Р.И.Пименов, опубликовав
три монографии на тему аксиоматической причинной тео-
рии пространства-времени [190, 198, 203]. Р.И.Пименов был
незаурядной личностью, успевавшей одновременно решать
важные задачи, касающиеся как создания причинной теории
пространства-времени, так и создания демократической Рос-
сии.

12.1. А.А. Робб
Альфред Артур Робб родился в Белфасте 18 января 1873 года.
Получил образование в Королевской академической школе и
в Колледже королевы в Белфасте. Затем обучался в Колле-
дже Св.Джона и Колледже Эмануилла в Кембридже. В 1904
году он уехал в Гёттингенский университет, где защитил док-
торскую диссертацию по магнитному эффекту Зеемана под
руководством Вольдемара Фогта.

Робб редко публиковался, и его работы не были хорошо
известны за пределами Англии. Тем не менее, Лармор [287]
называл Робба одним из главных поборников теории относи-
тельности в период ее становления.

Робб имел три ученые степени: доктор наук (Sc.D) в Кем-
бридже и в Белфасте, доктор философии (Ph.D) в Гёттингене
и был избран в 1921 году членом Королевского общества1

Его заслуги перед обществом Красного Креста были столь
значительны, что он стал кавалером французского «Военного
креста» (Croix de Guerre).

Робб был очень популярной личностью среди сотрудников
знаменитой Кэвиндишской лаборатории во времена, когда ею
руководил Дж.Дж.Томпсон.

Умер Альфред А. Робб 13 декабря 1936 года.
В некрологе, появившемся в «Obituary Notices of Fellows of

the Royal Society»[287] и написанном Дж. Лармором, приво-
дятся сведения, раскрывающие сторону жизни Робба, которая

1Королевское общество Британии – это Академия наук Великобрита-
нии, членами которой были многие всемирно знаменитые ученые.
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Рис. 12.1: Аспиранты Кэвиндишской лаборатории в 1898-99: Слева на-
право: Задний ряд: G.H. Bryan, R.S. Willows, unidentified. Средний ряд
(стоят): J.W. Walker, A.A. Robb, H.S. Allen, J.C. Mclennan, J.S. Townsend,
J.H. Vincent, unidentified. Сидят в переднем ряду: C.T.R. Wilson, J. Talbot,
John Zedeny, R.G. Klempfer, Sir J.J. Thomson, G.A. Shakespeare, H.A.
Wilson, J. Butler Burke.

была неизвестна многим из его друзей. В одной из ирланд-
ских газет говорилось, что после смерти Робба было продано
принадлежащее ему стадо породистых коров и что «... при
этой продаже Королевское Олстерское агрокультурное обще-
ство «рассеет» известное лизнабринское (Lisnabreeny) стадо,
принадлежащее покойному доктору Альфреду А. Роббу и по-
лучившее Абердино-Ангусскую премию для рогатого скота...
Это стадо, наибольшее и старейшее в Ирландии, было заведе-
но сорок лет назад... На распродаже победила ... за 6000 гиней,
рекордную цену за данную породу... и было решено экспорти-
ровать стадо в Америку... Деньги были переданы его племян-
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нице мисс Неске А. Робб из Оксфорда и Национальному об-
ществу (Trust) Северной Ирландии для устройства санатория
для больных детей».

ffl

Рис. 12.2: Aльфред Артур Robb.

12.1.1. А. Робб и сэр Дж. Дж. Томпсон

Робб писал стихи и пел. Одно их стихотворений, посвящённое
его учителю сэру Дж.Дж.Томпсону, говорит о выдающемся
научном достижении Томпсона – открытии структуры атома:
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All preconceived notions he sets at defiance
By means of some neat and ingenious appliance
By which he discovers a new law of science
Which no one had ever suspected before.
All the chemists went off into fits,
Some of them thought they were losing their wits,
When quite without warning

(Their theories scorning)
The atom one morning
He broke into bits.

12.1.2. Оптическая геометрия Робба

Первая публикация Робба по теории относительности пред-
ставляла собой 32-х страничную антиконвенционалистскую2

брошюру «Оптическая геометрия движения» [322], в которой
рассматривалась геометрия равномерно движущихся систем
отсчёта.

Считая, что конвенциалистские взгляды Пуанкаре – это
«самая типичная неправда», Робб утверждал, что ряда опти-
ческих фактов и логических аксиом вполне достаточно для
того, чтобы определить геометрию пространства-времени.

В брошюре Робб выводит, используя гиперболические
функции, формулы для скоростей. В данной работе он полу-
чил, по крайней мере, один новый результат: в самом общем
случае нашел соотношение для суммы скоростей для несколь-
ких систем отсчёта, движущихся равномерно в произвольных
направлениях в гиперболическом пространстве.

Обратный гиперболический тангенс скорости системы от-
счёта Робб называет быстротой. Он считал, что его форму-
ла для сложения быстрот эквивалентна теореме Эйнштейна о
сложении скоростей, и отмечал, что Зоммерфелд сумел выве-
сти последнюю в рамках теории Минковского.

2Конвенционализм – философские представления о Мире одного из
создателей теории относительности Анри Пуанкаре.
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Робб поддерживал предложение Эйнштейна о необходимо-
сти измерять длины с помощью световых сигналов.

В работе подробно исследовалось движение материальной
точки в двух, трех, и четырех измерениях. При этом исполь-
зовался некоторый «стандартный конус», аналогичный свето-
вому конусу Минковского.

Брошюра пронизана открытой враждебностью к алгеб-
раическому формализму Минковского. Робб не утвержал,
что его оптическая геометрия отличается от способа изло-
жения теории относительности, данного Минковским. Суще-
ственными особенностями теории Робба были: 1) примене-
ние синтетического подхода, 2) использование гиперболиче-
ской тригонометрии, и 3) констатация неевклидовости геомет-
рии пространства-времени.

Хотя «Оптическая геометрия» индеферентна к математи-
ческому аппарату, предложенному Минковским для описания
пространства-времени, в последующей публикации Робб гово-
рил о «чисто аналитическом характере» работы Минковского
[326] 3.

12.1.3. Причинная теория времени Робба

Альфред Робб построил первую аксиоматическую причинную
теорию пространства-времени [326]. Он исходил из отношения
порядка, который удовлетворял ряду дополнительных усло-
вий. Одно их них – ограниченность скорости передачи воз-
действия одних событий на другие, которую он связывал со
скоростью распространения света.

В своих работах [326, 328, 333] Робб продемонстровал,
что метрическая структура пространства-времени – следствие
причинной. Предполагая, что пространство-время имеет бо-
лее, чем одно измерение, Робб вводит понятие ортогонально-
сти и показывает ортогональность пространственноподобных

3Краткий пересказ статьи Scott W. The non-Euclidean style of
Minkowskian relativity / The Symbolic Universe, J. Gray (ed.). Oxford
University Press, 1999. P.91-127.
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и времениподобных направлений. Затем получает метрику и
показывает, что она имеет лоренцеву сигнатуру.

***
Цитата из книги Робба: «Вообще не существует никаких

средств для отождествления мгновений времени, происходя-
щих в разных местах... реально одновременными событиями
будут только те, которые происходят в одном и том же месте»
[328, p.12-13].

12.2. Г. Минковский
«Герман Минковский (нем.ffl

Г.Минковский.

Hermann Minkowski; 22 июня
1864 – 12 января 1909) – мате-
матик, разработавший геомет-
рическую теорию чисел и ис-
пользовавший методы геомет-
рии для решения сложных за-
дач в области теории чисел, ма-
тематической физики и теории
относительности.

Герман Минковский родил-
ся в Алексотах (пригороде Ка-
унаса в Литве, в то время
входившем в состав Минской
губернии) в семье немецкого,

польского и еврейского происхождения. Учился в Германии
в университетах Берлина и Кёнигсберга, где в 1885 году под
руководством Фердинанда фон Линдеманна получил доктор-
скую степень.

Еще студентом в 1883 году был награжден Математической
премией Французской академии наук за свою рукопись по тео-
рии квадратичных форм. Минковский преподавал в универси-
тетах Бонна, Гёттингена, Кёнигсберга и Цюриха. В Цюрихе он
был одним из преподавателей Эйнштейна»4..

4См. ВикипедиЯ. – http://ru.wikipedia.org
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Минковский увидел в теории относительности то, что не су-
мели разлядеть ни Пуанкаре, ни Эйнштейн. Он заявил следу-
ющее в самом начале своего знаменитого доклада «Raum und
Zeit», сделанного 21 сентября 1908 г. на 80-м собрании немец-
ких естествоиспытателей и врачей в Кёльне [185, c.167]: «От-
ныне пространство само по себе и время само по себе должны
погрузиться в тень и лишь некоторый вид соединения обоих
должен еще сохранить самостоятельность» 5:

Von Stund an sollen Raum für sich und Zeit fur̈ sich
völlig zu Schatten herabsinken und nur noch eine Art
Union der beiden soll Selbständigkeit hewahren.

Придавая большое значение группе Лоренца Gc и говоря
о том, что законы природы должны быть инвариантны отно-
сительно Gc, Минковский пишет: «Термин «постулат отно-
сительности» для требования инвариантности по отношению
к группе Gc кажется мне слишком бледным. Так как смысл
постулата сводится к тому, что в явлениях нам дается только
четырехмерный в пространстве и времени мир, но что проек-
ции этого мира на пространство и на время могут быть взяты
с некоторым произволом, мне хотелось бы этому утверждению
скорее дать название «постулат абсолютного мира» (или, ко-
ротко, мировой постулат» [185, c.173].

Иначе говоря, Минковский говорит о том, что главное, что
содержится в новой физической теории – теории относитель-
ности, – это не констатация одинаковоcти записи законов при-
роды в инерциальных системах отсчета, а открытие новой
сущности, ныне называемой абсолютным пространством-
временем, в недрах которой переход от различных про-
странств и различных времен, которых множество, проис-
ходит с помощью группы Лоренца. Группа Лоренца, а точнее,
её действия на пространственные сечения и временные оси в
четырехмерном мире, помогли увидеть относительность про-

5В русской литературе вместо «погрузиться в тень» приводится иной
перевод: «обратиться в фикцию».
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странства и времени и осознать наличее более значимой абсо-
лютной сущности – Мира событий.

Абсолютные пространство и время Ньютона, связанные
с группой Галилея, Минковский заменяет на абсолютное
пространство-время, в котором действует группа Лоренца.

Отметим, что первоначально, в 1907 году, Минковский
предположил, что специальная теория относительности, сфор-
мулированная Эйнштейном и основанная на более ранних ра-
ботах Лоренца и Пуанкаре, лучше всего может быть опи-
сана в псевдоевклидовом четырёхмерном пространстве (из-
вестном сейчас как пространство-время Минковского), в ко-
тором время и пространство являются различными измере-
ниями пространства-времени и в которое хорошо вписывается
геометрия специальной теории относительности. Подробно всё
это Минковский изложил в статье «Основные уравнения элек-
тромагнитных процессов в движущихся телах» [186].

Но, видимо, осмысливая столь удачную формализацию
теории относительности, Минковский пришел к выводу, что
физический мир событий является интерпретацией псевдоев-
клидова четырёхмерного пространства, с помошью которого
так удобно и легко можно было изложить теорию относитель-
ности, а пространство и время как таковые всего лишь тени
этого мира событий и не представляют собой самостоятельных
сущностей. Об этом своем открытии он и заявил в знаменитом
докладе в Кёльне в 1908 году [185].

Эйнштейн долго не осознавал объективного и абсолютного
характера пространства-времени и считал, что использование
четырёхмерной геометрии при изложении теории относитель-
ности – это всего лишь удобный математический аппарат. В
полной мере с тем, что объективный физический Мир собы-
тий – это четырехмерное пространство-время, Эйнштейн со-
гласился лишь в 1921 году, о чём заявил в своем докладе в
Принстонском университете [233, c.25].
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12.3. Н.А. Умов и В.А. Фок

Умов Николай Алексеевич ffl

Н.А. Умов.

(1846-1915). Окончил физико-
математический факультет Мос-
ковского университета. Россий-
ский физик-теоретик, профес-
сор Московского университета
(1893-1911). Ушел в отставку в
знак протеста против притес-
нений студенчества правитель-
ством.

Ввел понятие плотности по-
тока энергии, сформулировал
уравнение движения энергии.
Труды по земному магнетизму,
диффузии и др.

Умов был организатором ряда просветительских обществ,
в течение 17 лет (с 1897) избирался президентом Московского
общества испытателей природы. Он одним из первых русских
ученых оценил значение теории относительности.

Н.А.Умов одним из первых ffl

В.А. Фок.

(1910) установил аффинность
преобразований пространства-вре-
мени, исходя из сохранения закона
распространения света [208, c.492].

Учеником Н.А.Умова был вы-
дающийся советский физик Вла-
димир Александрович Фок, одним
из научных результатов которо-
го было доказательство аффинно-
сти преобразований, переводящих
друг в друга инерциальные систе-
мы отсчета в механическом и элек-
тромагнитном смыслах [211, c.31].

Точнее, В.А.Фок доказал, что если f : IR4 −→ IR4 – диф-
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феоморфизм,
x′ = fx(x, y, z, t),

y′ = fy(x, y, z, t),

z′ = fz(x, y, z, t),

t′ = ft(x, y, z, t),

который:
1) любые прямые

x = x0 + vx(t− t0), y = y0 + vy(t− t0), z = z0 + vz(t− t0),

лежащие в любом 3-мерном пространстве, переводит в такие
же прямые:

x′ = x′0 + v′x(t− t0), y′ = y′0 + v′y(t− t0), z′ = z′0 + v′z(t− t0)

и
2) уравнение распространения света

1
c2

(
∂ω

∂t

)2

−
[(

∂ω

∂x

)2

+
(

∂ω

∂y

)2

+
(

∂ω

∂z

)2
]

= 0

преобразует в аналогичное уравнение

1
c2

(
∂ω

∂t′

)2

−
[(

∂ω

∂x′

)2

+
(

∂ω

∂y′

)2

+
(

∂ω

∂z′

)2
]

= 0,

то f является аффинным [211, §8 ].

12.4. А.Д. Александров
Александров Александр Данилович родился 4 августа 1912 го-
ду в деревне Волыни Рязанской губернии. Его родители бы-
ли школьными учителями. В 1929 г. он стал студентом фи-
зического факультета Ленинградского университета, который
окончил в 1933 году:
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1935 – кандидат физико-математических наук,
1937 – доктор физико-математических наук,
1942 – сталинская премия за решение проблемы Германа

Вейля,
1946 – избрание член-корреспондентом Академии наук

СССР,
1949 – мастер спорта СССР по альпинизму,
1951 – премия им. Н.И.Лобачевского за результаты в обла-

сти геометрии,
1952-1964 – ректор Ленинградского университета,
1964 – избрание действительным членом Академии наук

СССР (от Сибирского отделения АН СССР),
1965-1986 – заведущий кафедрой геометрии и топологии

Новосибирского университета,
1986-1999 – заведущий лабораторией геометрии Санкт-

Петербургского отделения математического института Рос-
сийской Академии наук им. В.А.Стеклова

Учителями А.Д.Александрова были математик Б.Н.Дело-
не (ученик выдающегося русского математика П.Л.Чебышева)
и выдающийся советский физик В.А.Фок

В 1959 г. A.Д.Александров и В.И.Смирнов основали Ле-
нинградское математическое общество (с 1991 г., Санкт-
Петербургское математическое общество).

А.Д.Александров создал Ленинградскую геометрическую
школу – научное направление в современной геометрии. Ос-
новное отличие этой школы состоит в том, что вместо мето-
дов дифференциальной геометрии, используемых в геометрии
в конце XIX – начале XX веков, вновь стали использоваться
методы синтетической геометрии. Кратко это выражалась в
форме лозунга – «Назад, к Евклиду!». Опорой для решения
многих классических проблем, которые оставались неразре-
шимыми в теории выпуклых поверхностей и в теории рима-
новых многообразий, стала общая теория метрических про-
странств. В 1950-80 гг. были построены «геометрия в целом»
и теория обобщенных римановых пространств.

Три академика Российской Академии наук входят в Ленин-
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ffl

Рис. 12.3: А.Д. Александров. 1972.

градскую геометрическую школу: А.Д.Александров, A.В.По-
горелов и Ю.Г.Решетняк.

А.Д.Александров был членом Коммунистической партии
Советского Союза с 1951 года, и он оставался сторонником
социализма в современной России.

А.Д.Александров как ректор Ленинградского университе-
та дал работу бывшему заключенному Льву Гумилёву (знаме-
нитому русскому историку, сыну Анны Ахматовой). Дважды
он посещал в тюменской тюрьме Вадима Делоне, который был
активным противником советской власти. А.Д.Александров
оказывал поддержку замечательному русскому поэту Андрею
Вознесенскому, когда тот подвергался гонениям.
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В 80-е годы А.Д.Александров, как редактор, способствовал
изданию избранных произведений Н.А.Козырева – известного
астронома и создателя скандально известной в Советском Со-
юзе причинной теории времени.

В 1950-е годы А.Д.Александров способствовал выживанию
генетики, неоднократно подвергавшейся гонениям. Это было
отмечено советским правительством М.С.Горбачёва в 1987 го-
ду, когда А.Д.Александров вместе с группой видных генетиков
был награжден орденом «Дружбы народов».

Александр Данилович Александров скончался 27 июля
1999 года в 4.00 по московскому времени.

ffl

Рис. 12.4: А.Д. Александров: лекция по хроногеометрии.

12.4.1. Ученики А.Д.Александрова
1. Либерман И.М., Оловянишников С.П., Костелянец П. –

все трое погибли на фронтах Великой Отечественной войны.
2. Погорелов А.В. – из Харькова, Юсупов А. – из Бухары.
3. Ленинградские ученики (в порядке участия в семина-

рах): Борисов Ю.Ф., Залгаллер В.А., Решетняк Ю.Г., Бакель-
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ман И.Я., Волков Ю.А., Заморзаев А.М., Богачева С.М. (позд-
нее – жена А.Д.6), Боровский Ю.Е., Пименов Р.И.

4. Собчук В. и Старохозяев – с Украины.
5. Русиешвили Г.И. – из Грузии.
6. Франк Б. и Франк Г. – из Германии.
7. Приехавшие из Алма-Аты, куда А.Д. ездил читать лек-

ции: Квачко М., Овчинникова В.В., Сенькин Е.П.
8. Оставшиеся в Алма-Ате: Зильберберг А.А., Стрель-

цов В.В., Юсупов Д.
9. Новосибирские ученики: Гуц А.К., Кузьминых А.В., Ле-

вичев А.В., Шайденко А.В., Астраков С.Н., Крейнович В.Я.,
Кошелева О.М.

11. Последним аспирантом А.Д. Александрова (уже по-
сле возвращения А.Д. в Ленинград в 1986 году) был Перель-
ман Г.Я.7

12.4.2. А.В.Левичев: воспоминания
об А.Д.Александрове

Начало 1976 года. Я решил щегольнуть недавно полученным
званием «Мастер спорта СССР». Пришёл на семинар со знач-
ком на лацкане пиджака. А.Д. обратил на него внимание сра-
зу же, натолкнувшись на меня около Мальцевской аудитории:
«Подумаешь, мастер спорта... Я вот – мастер спорта, да ещё
академик!».

Он чувствовал, по-видимому, мою склонность к зазнай-
ству. Чаще поругивал. Но иногда и очень лестно отзывался
(даже при мне). Не поймёшь, правда, – шутил или с долей
серьёзности?

Когда узнал, что я ушел из (своей первой) семьи – заявил
отчётливо (тоже прямо на одном из этажей НГУ): «Оставлять
несовершеннолетних детей – преступление!». Но больше к это-
му вопросу не возвращался.

6А.Д. – так называли А.Д.Александрова его ученики и близкие люди.
7Действительным научным руководителем Г.Я.Перельмана являлся

Ю.Д.Бураго.
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Анна Тихоновна8 рассказывала, что она выходила время
от времени с ним погулять (незадолго до его кончины, види-
мо). Иногда он присаживался у ограды Симеоновской церкви
(не уверен за правильность названия – это та из трех церк-
вей, которая в сторону стекловского института на Фонтанке
от их дома на Моховой улице). Она куда-то на несколько ми-
нут отошла. Возвращается, а А.Д. ей говорит удивленно: «А
мне по́дали...»

Почти каждый шаг моей «служебной лестницы» (которую
я считаю очень удачной) связан с его опекой, его имя «откры-
вало двери».

Успешная защита диплома, рекомендация в аспирантуру
НГУ, поступление в аспирантуру НГУ, публикации в «Сибир-
ском математическом журнале» и в «ДАН СССР», защита
кандидатской диссертации, устройство на работу в Институт
математики СО АН СССР в 1986 году (когда я из Куйбыше-
ва, теперь – Самара, вернулся в Новосибирск), продвижение
по службе в НГУ и Институте математики, подготовка и за-
щита докторской диссертации, удачное обустройство в США.
Последнее связано с тем, что И.Сигал был очень высокого
мнения о достижениях А.Д. в хроногеометрии. Кроме того,
Александр Данилович прислал мне в США хорошее рекомен-
дательное письмо. Сила его авторитета помогала мне и после
его кончины – в 2004-2005 годах, большую часть которых я
провел в Санкт-Петербурге.

Вот подробности о моем поступлении в аспирантуру. Три
приятеля, я – на третьем месте (по способностям). Один по-
лучает пятёрку – с блестящей дальнейшей карьерой. Я –
четвёрку (проходной балл) – благодаря тому, что мой предпо-
лагаемый руководитель – А.Д. Третий – тройку (не поступает
в аспирантуру, что на многие годы осложняет ему жизнь).

Вообще, А.Д. действовал на меня в определенной степени
«гипнотически»: стоило мне посмотреть на его фотографию
(не говоря уж о личном контакте), как мне сразу же хотелось

8Женщина, живующая в семье А.Д.Александрова в Санкт-Петербур-
ге.
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бросить всякие другие занятия и идти «доказывать теоремы».
А как мы любили собираться в его коттедже! Вот связан-

ный с этим эпизод: конец 1987 года, мы с Викой (моей второй
женой) два-три месяца как живём в «шестиметровке» третьего
общежития НГУ, на Пирогова. Александр Данилович устра-
ивает «сабантуйчик» в своем коттедже. Приглашены все со-
трудники (а я в то время уже работал в ИМ) – но без жён!
Можете представить мое душевное состояние: или оставить
молодую жену на эти несколько часов (ну разве мне вечер в
коттедже будет в радость?!), или пойти «против» Шефа. Я
выбираю второе. Единственный из всех посмел ослушаться.
Александр Данилович минут пятнадцать не спускался сверху!
А все гости уже сидят за столом. Я с Викой – всё ещё в прихож-
ке, в пальто... Светлана Михайловна9 и так и сяк – то наверх к
нему поднимется, то нас пытается успокоить (видя, что я чуть
не плачу). Мы были готовы уйти, но тут он всё-таки спустил-
ся. «Ну Светлана, – говорит, – пропала ты!» (Вика очень кра-
сива). По-моему, для Вики это была одна из немногих (если
не единственная) возможностей побыть на таком представи-
тельном вечере (да к тому же в знаменитом александровском
коттедже на Золотодолинской).

12.5. Р.И. Пименов

Р.И.Пименов – один из самых ярких учеников А.Д.Александ-
рова. Отношения учителя и ученика были сложными, как это
видно из воспоминаний Р.И.Пименова10. Ученик отличался
враждебностью к советской системе, а учитель был коммуни-
стом. Тем не менее, А.Д.Александров постоянно способствовал
творческому росту своего ученика.

9С.М.Богачева – вторая жена А.Д.Александрова.
10Пименов Р.И. Воспоминания. Т.1. М., 1996. Размещено на сайте

http://www.sakharov-center.ru
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12.5.1. Обзор научных достижений
Р.И. Пименова

Револьт Иванович Пименовffl

Р.И. Пименов.

родился 16 мая 1931 г. По-
сле окончания математико-ме-
ханического факультета Ленин-
градского университета в 1954
г. Р.И.Пименов работал cтаршим
редактором в Библиотеке Ака-
демии наук, ассистентом кафед-
ры математики Ленинградского
технологического института пи-
щевой промышленности.

С 1953-го по 1970 г. он ра-
ботал научным сотрудником
Ленинградского отделения Ма-
тематического института АН
СССР, где вёл научный семинар

по математическим проблемам теории пространства-времени,
читал лекции по геометрии студентам матмеха ЛГУ, защи-
тил кандидатскую (1955 г.) и вскоре докторскую (1969 г.)
диссертации по специальности геометрия и топология. Из-за
своих политических взглядов, к которым советская власть
отнеслась настороженно, докторский диплом он получил
только в конце 1988 г.

С 1972 г. до своей кончины Р.И.Пименов работал в Коми
филиале АН СССР, преобразованном впоследствии в Коми на-
учный центр Уральского отделения АН СССР, где он прошел
путь от младшего до ведущего научного сотрудника.

«Р.И.Пименов обладал ярко выраженными математиче-
скими способностями, большими навыками в самообразова-
нии, творческой самостоятельностью мышления и высокой ра-
ботоспособностью. Его научные работы можно разбить на три
цикла.

Уже первый цикл работ Р.И.Пименова (1956-1964 гг.) со-
держал единое аксиоматическое построение системы неевкли-
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довых геометрий. Здесь Р.И.Пименову удалось опередить ра-
боты целого ряда других геометров и развить новые плодо-
творные подходы к этим теориям, оказавшиеся эффективны-
ми также и в теории групп.

Второй цикл работ Р.И.Пименова (1964-1966 гг.) содержал
исследование аналогов римановых пространств, представля-
ющих собой метризованные гладкие многообразия, у кото-
рых в касательных пространствах имеет место та или иная
однородная псевдоевклидова геометрия. В этом направлении
Р.И.Пименов, в частности, обеспечил приоритет отечествен-
ной науки в развитии тензорного исчисления, согласованно-
го с расслоением пространства. В терминах этих понятий
Р.И.Пименовым был развит один из вариантов единой общей
теории относительности и электромагнетизма, не потерявший
своей актуальности до настоящего времени.

Третий цикл работ Р.И.Пименова (1966-1990 гг.) связан
с развитием идеи академика А.Д. Александрова о первично-
сти причинного отношения в рамках программы: построить
теорию относительности исходя из отношения порядка. Здесь
Р.И.Пименов построил теорию неоднородных пространств,
значительно расширивших систему математических моделей
пространства-времени, которые используются учёными в раз-
личных областях науки, он решил проблему построения нере-
гулярных пространств со знакопеременной метрикой, а также
проблему выведения пространственно-временных структур из
отношения порядка. Суть его подхода состоит в том, что в ос-
нову всех пространственно-временных конструкций кладётся
отношение порядка (линейной или частичной упорядоченно-
сти) и далее тщательно анализируется, какие другие аксио-
мы и отношения (топологические, метрические и т.д.) и каким
образом должны быть добавлены к свойствам отношения по-
рядка, чтобы получить используемые в Физике многообразия.
Именно в таком ключе Р.И.Пименов построил теорию анизо-
тропного пространства-времени, в котором скорость света раз-
лична по разным направлениям, т.е. световой конус не круго-
вой, а «гранёный». Дальнейшее допущение, что этот конус ме-
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няется от точки к точке, приводит к финслерову обобщению
общей теории относительности. По убеждению Р.И.Пименова,
«изучение структур порядка есть в физическом аспекте разра-
ботка самых базисных априорных моделей для укладывания
в них последующего физического материала»11.

12.5.2. Научные труды Р.И. Пименова
Книги

1. Пространства кинематического типа (математическая теория
пространства-времени) // Записки ЛОМИ. 1968. Т.6. С.3-496.

2. Анизотропное финслерово обобщение теории относительности как
структуры порядка. Сыктывкар, 1987. 182 с.

3. Основы темпорального универсума. Сыктывкар, 1991. 196 с.

Статьи

1. Аксиоматическое исследование пространственно-временных струк-
тур // Труды III Всесоюз. матем. съезда (Москва, 1956). М., 1959. N.4.
С.78-79.

2. К основаниям геометрии // Доклады АН СССР. 1964. Т.155, N.1.
С.44-46.

3. Применение полуримановой геометрии к единой теории поля //
Доклады АН СССР. 1964. Т.157, N.4. С.759-797.

4. Тензорная теория флаговых пространств // Тез. докл. II геометр.
конф. Харьков, 1954. С.215-216.

5. Алгебра флагтензоров // Вестник ЛГУ. 1964. N.13. С.150-152.
6. К определению полуримановых пространств // Вестник ЛГУ. 1965.

N.1. С.137-140.
7. Тензорная теория полуэвклидовых и попуримановых пространств.

Автореф. дис. ... канд. физ.-мат. наук. Л.,1965. 24 с.
8. Тензорная теория полуэвклидовых и полуримановых пространств:

Дис. ... канд. физ.-мат. наук. Л., 1965. 100 с.
9. Полуриманова геометрия и единые теории // Проблемы гравита-

ции. Тбилиси, 1965. С.111-114.
10. Единая аксиоматика пространств с максимальной группой дви-

жений // Литовск.мат.сб. 1965. Т.5, N.3. С.457-486.
II. Метрические пространства кинематического типа // Междунаро-

ный конгресс математиков: Тез. докл. Москва, 1966. Секция 9. С.40.
12. Теоретико-групповое описание трех плоскостей // Сиб. мат. журн.

1967. Т.8, N.1. С.49-55.

11Автор текста Н.А.Громов.
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13. Некоторые теоремы о метрических пространствах кинематическо-
го типа // II Всесоюзный симпозиум по геометрии о целом. Петрозаводск,
1967. С.51-52.

14. Топологические и метрические пространства кинематического ти-
па и теория пространства-времени // Ш межвузовская научная конф. по
проблемам геометрии. Казань, 1967. С.132-133.

15. Полуриманова геометрия // Труды семин. по векторному и тен-
зорному анализу. Вып.14. М.,1968. С.154-173.

16. Пространства кинематичесного типа (математическая теория
пространства-времени) // Зап.научн. семинаров ЛОМИ. 1968. Т.6. 496с.

17. Теория пространства-времени как теория упорядоченных про-
странств // Тез. докл. V междунар. конф. по гравитации и теории от-
носительности. Тбилиси, 1968. С.47-50.

18. Новые модели пространства-времени и некоторые связанные с ни-
ми философские проблемы // Философские проблемы теории относи-
тельности. М.: МГУ, 1968. С.40-52.

19. Пространства кинематического типа: Автореф. дис. ... д-ра физ.-
мат. наук. М., 1969. 18 с.

20. Пространства кинематического типа // Математ. заметки. 1970.
Т.7, N.5. С.641-653.

21. Пространства кинематического типа: Дис. ... д-ра физ.-мат.наук.
М.,1969. 314 с.

22. Дополнение к теореме А.Д.Александрова о преобразованиях, со-
храняющих конусы // Ш Всесоюзный симпозиум по геометрии в целом.
Петрозаводск, 1969. С.52-53.

23. Необходимые и достаточные условия линейности преобразований,
сохраняющих конусы // Математ. заметки. 1969. Т.6, N.4. С.361-369.

24. О связи между пространственной метрикой, кинематической мет-
рикой и конгруэнцией временных кривых // IV Всесоюзн. конференция
по геометрии: Тез. докл. Тбилиси, 1969. C.202-205.

25. Kinematic spaces. New-York & London: Consultants Bureau, 1970.
185 p.

26. Еще один шаг в направлении геометризации электромагнетизма
общей теории относительности // Ш советская гравитационная конф.
Тез. докл. Ереван,1972. С.136-138.

27. К геометрическому выводу уравнений движения заряда в электро-
динамике // Вопросы развития энергетики и водного хозяйства. Сыктыв-
кар, 1973. С.80-92.

28. Язык для описания правил эксплуатации программ на языке
Наири-C // Применение в учебном процессе и методическое обеспече-
ние малых ЭВМ: Тез. докл. I Всесоюзн. конф. Обнинск, 1974. С.64-65.
(Совм. с В.С.Никифоровым, Б.Г.Hoвaкoвcким).

29. Дисперсионный анализ. Сыктывкар, 1974. 56 с. (Сер. пpeпринтов
«Научн. рекоменд. - народному хоз-ву» / АН СССР, Коми фил.; вып.3).
(Совместно с В.П.Кузнецовым).
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30. К основаниям теории дифференцируемого пространства-времени
// Доклады АН СССР. 1975. Т.222, N.1. C.36-38.

31. Кривые в кинематиках и смежные вопросы физики и космоло-
гии. Сыктывкар. 1976. 16 с. (Сер. препринтов «Научн. докл.» / АН
СССР: Коми фил.; вып.22). (Совместно с С.Н.Беловым, Н.А.Громовым и
В.Я.Крейновичем).

32. Теория кривых в гладких кинематиках // Сиб. мат. жури. 1978.
Т.19, N.2. С.370-384.

33. Негладкие и другие обобщения в теории пространства-времени и
электричества. Сыктывкар, 1979. 60 с. (Сер. препринтов «Науч. докл.» /
АН СССР, Коми фил.; вып.47).

34. Нормативный пересчет на ЭВМ как средство получения минера-
логической информации // Ин-т геологии Коми фил. АН СССР, 1980.
Вып.31. С.91-93. (Совместно с Я.Э.Юдовичем и др.).

35. A non-smooth approach to the physical content of General Relativily
// 9th Intern. conf. on General Relativity and Gravitation. Abstracts. Jena.
1980. V.3. P.663-664.

36. Финслеровы кинематики // Сиб.мат. журн. 1981. Т.22, N.3. C.136-
146.

37. Анизотропию невозможно обнаружить радарным методом //
Симпозиум по геометрии в целом и основаниям теории относительности:
Тез. докл. Новосибирск, 1982. С.87-88.

38. К одной проблеме Буземана // Симпозиум по геометрии в целом и
основаниям теории относительности: Тез. докл. Новосибирск, 1982. С.89-
90.

39. О полноте решения Шварцшильда // Сиб. мат. журн. 1884. Т.25,
N.5. С.119-124.

40. Устойчивость оптимального решения в задаче с производящим и
потребляющим регионом // Применение математических методов в ана-
лизе и планировании отраслей народного хозяйства Европейского Северо-
Востока. Сыктывкар, 1984. С.40-46. (Совместно с М.И.Игнатовым).

41. Финслерово пространство-время позволяет обойтись без черных
дыр. Сыктывкар, 1989. 8 с. (Сер. препринтов «Науч. докл.» / АН СССР,
Коми фил.; вып.136).

42. Хроногеометрия: достижения, препятствия, структуры. Сыктыв-
кар, 1987. 22 с. (Сер. препринтов «Науч. докл.» / АН СССР. Коми фил.;
вып. 150).

43. Анизотропное финслерово обобщение теории относительности как
структуры порядка. Сыктывкар, 1987. 182 с.

44. Самостоятельное место гладкости в системе дискретное-
непрерывное в теории пространства-времени // VШ Междунар. конгресс
по логике, методологии и философии науки. Abstracts. М., 1987. V.2.
P.212-214.

45. Горизонты как экстремальные точки выпуклой структуры // Все-
союэн. конф. по геометрии в целом. Новосибирск. 1987. С.95.
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46. Хроногеометрическая аксиоматика общей теории относительности
// Всесоюзн. конф. по геометрии в целом: Teз. докл. Новосибирск, 1987.
С.96.

47. Каузальная аксиоматика общей теории относительности // Тез.
докл. IX Всесоюзн. геометрической конф., 20-22 сентября 1988. Кишенев.
1988. С.244-246.

48. Аксиоматика общерелятивисткого и финслерова пространства-
времени посредством причинности // Сиб. мат. журн. 1988. Т.29. N.2.
С.133-143.

49. Кинематическое доказательство невозможности кривой Пеано //
Всесоюзн. конф. по геометрии и анализу. Новосибирск, 1989. С.63.

50. New spacetime – anisotropic and semi-Riemannean // Proc. XVIII
Intern. colloquium on group theoretical methods in physics, June 4-9, 1990,
Moscow / Lecture Notes in Physics, Springer, 1991.

12.5.3. Воспоминания об А.Д. Александрове

«Александров был учеником очень нетривиального геометра
– Бориса Николаевича Делоне, двадцатью годами его старше-
го, деда прославившегося в шестидесятые годы поэта Вадима
Делоне. Как и Делоне, Александров занимался альпинизмом
и, пожалуй, больше своих математических регалий гордился
значком «мастер спорта» по альпинизму <..>

В свои 30 лет он стал лауреатом Сталинской премии, в 34
года (в 1946 году) – членом-корреспондентом Академии Наук
СССР. Так как он не занимался никакой военной тематикой,
а то ли его отец, то ли его дед был сенатором в дореволюци-
онном Сенате и чуть ли не начальником какого-то департа-
мента, то эти успехи объяснялись исключительно научными
причинами. Он был нетривиален, замечательно импровизиро-
вал, старался во всем вникнуть до самой сути и не успокаивал-
ся, пока не возникало в нем искренней убеждённости. Как и
многие в его поколении, он истово веровал в марксизм, в диа-
лектический материализм особенно. После премии и избрания
в АН вступил в ВКП(б). Не был он лишён и приспособитель-
ных способностей, но честность мешала ему и в конце концов
привела к безнадежному конфликту с ленинградским горко-
мом или обкомом. Известен случай, когда он ехал на «кол-
басе» трамвая, его снял милиционер, потребовал документы.
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Увидав карточку членкора Академии, милиционер козырнул
и вернул документы со словами: «Продолжайте эксперимент».
У Александрова замечательная память на лица – была сорок
лет назад, и сейчас сохранилась. Он помнил – в лицо, хотя фа-
милии мог и не знать – всякого, с кем хоть раз разговаривал.
Как и многие творческие натуры, он плохо помнит то, что сам
он произносил в тех или иных обстоятельствах.

И вот он читал обязательный курс «Дифференциальной
геометрии» для общего потока всех математиков и механиков
курса в IV-V семестрах. Ничего особо выдающегося в содер-
жании не было – мне с тех пор попадались книжки и про-
граммы этого курса куда как более насыщенные. Более того,
Александров не давал общего и единого аппарата (например,
тензорного, как в книгах Кагана), овладевши которым всякий,
даже туповатый, студент решил бы все задачи дифференци-
альной геометрии. Вообще цельности, завершенности в этом
его курсе было маловато. Не случайно за всю свою более чем
полувековую математическую деятельность он так и не напи-
сал ни одной книги (та, что с Залгаллером – Данилычу не
в зачёт)12. Он был мастером этюдов, мгновенных импровиза-
ций. Он учил каждую теорему воспринимать с самого начала,
доказывать, словно бы ничего пред тем не зная, с чистого ли-
ста. Гениальным озарением. Поэтому к нему и установилось
двойственное отношение: одни его терпеть не могли «за пи-
жонство», «за халтуру», «за неподготовленность к лекциям», а
другие восхищались его «концепцией конгениальности», «воз-
можностью наблюдать процесс творчества воотчию у доски»,
нахождением минимальных и красивейших путей мысли. Вот
относящиеся к этой черте строки из той же шуточной поэмы:

Служил Данилыч на матмехе,
Вставал не рано поутру,
Читал Данилыч для потехи
Студентам всякую муру.

По геометрии Данилыч
Аксиоматику читал.

12А.Д. – автор нескольких книг и учебников по геометрии (А.Г.).
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Студенты слушали, томились,
Да он и сам не понимал.

Да, не редкостью было услышать от этого профессора с
кафедры признание в том, что он НЕ ПОНИМАЕТ того или
иного факта, имеющего тем не менее место в системе геомет-
рических наук. Меня такое признание словно бы приобщало к
миру горнему. Wer von euch kann zugleich lachen und erhoben
sein?» 13

12.5.4. Политическая деятельность
Р.И. Пименова

1. Из биографии кандидата в народные депутаты
СССР по Сыктывкарскому территориальному избира-
тельному округу N 371 Револьта Ивановича Пименова

Русский, беспартийный. Научный сотрудник Коми научно-
го центра Уральского отделения АН СССР.

В 1957 году был арестован по статье 58 (10-11): рас-
пространял перед выборами листовку: «На один депутат-
ский мандат – несколько кандидатов», выдвигал лозунг «Зем-
ля – крестьянам, заводы – рабочим!». Приговорен к 10 го-
дам. В 1963 году освобожден по ходатайству Президента АН
СССР М.В.Келдыша и главного редактора «Нового мира»
А.Т.Твардовского.

В 1969 году защитил докторскую диссертацию. 1970 год
– арестован по статье 190-1: обвинялся в том, что давал чи-
тать письмо П.И.Якира в редакцию журнала «Коммунист»,
где Якир требовал судить посмертно Сталина перед народом.
Был приговорен к ссылке на 5 лет. 1988 год – избран членом
правления общества «Мемориал».

2. Письмо Р.И. Пименова к Х
Дорогой Х,

13Пименов Р.И. Воспоминания. Т.1. М., 1996. Размещено на сайте
http://www.sakharov-center.ru
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Рис. 12.5: Аэропорт Сыктывкара, 19 мая 1989 года. Академик
А.Д.Сахаров прилетел для поддержки кандидатуры Р.И.Пименова.

по Вашей просьбе посылаю Вам некоторые материалы, отно-
сящиеся к прошедшей кампании. Она прошла для меня так: по
городу выиграл у своего соперника примерно 10:9, а по сель-
ским районам – приграл с соотношением примерно 1:2. Итого
– с учетом различной явки по городу и по селам – получилось
65000:89000:95000, где в последнем члене число неявившихся
на выборы. К сожалению, у меня сейчас вовсе нет времени на-
писать заметку о прошедших выборах на манер посылаемой
здесь «Опыт...». А эта последняя уже опубликована в ряде
неформальных журналов.

«Профессором» меня «ВЗГЛЯД»14 обозвал ошибочно, мне
всего лишь вернули мой докторский диплом.

С наилучшими пожеланиями, Ваш Пименов.
30.06.89

14Популярная в 1980-е годы центральная телевизионная программа.



258 Глава 12. ХРОНОГЕОМЕТРЫ

Читайте также «СовЦирк» от 01.06.89 – там продолжение
моих мемуаров.

3. Револьт Пименов – народный депутат РСФСР
Весной 1990 года Р.И.Пименов был избран народным депу-

татом РСФСР, членом Конституционной комиссии Российской
Федерации.

Умер от рака 19 декабря 1990 года.

12.6. Ю.Ф. Борисов

«Юрий Федорович Борисовffl

Ю.Ф. Борисов.

(15 июня 1925 г.– 19 октября
2007 г.) – известный специалист
в области геометрии, ученик и
друг А.Д.Александрова.

Юрий Федорович окончил в
1948 году Ленинградский уни-
верситет, в 1950 году защитил
кандидатскую диссертацию, а
в 1962 году – докторскую.
Ленинградский период науч-
ной и педагогической деятель-
ности Юрия Федоровича свя-
зан, главным образом, с Ле-
нинградским отделением Ма-
тематического Института им.
В.А.Стеклова и с Ленинград-

ским университетом.
С сентября 1964 года Юрий Федорович переходит на ра-

боту в Институт математики СО АН СССР, в 1965 году его
избирают на должность профессора НГУ, где в течение ряда
лет он заведовал кафедрой геометрии и топологии, руководил
философским семинаром. Под его руководством защищены 5
кандидатских диссертаций по геометрии.

Основные геометрические работы Юрия Федоровича от-
носятся к теории многообразий ограниченной кривизны и к
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проблеме регулярности гладких изометрических погружений
таких многообразий в евклидовы пространства, а также к ос-
нованиям теории относительности. Им разработаны подход к
метрическим основаниям римановой геометрии, базирующий-
ся на постулате «инфинитезимальной евклидовости».15

Ю.Ф.Борисов опубликовал три работы по хроногеометрии
[37, 56, 57] и был постоянным участником семинара «Хроно-
геометрия», организованным академиком А.Д.Александровым
в Новосибирском университете (гл.13).

12.7. М. Аксёнов

Идея об объективно существующем абсолютном пространстве-
времени была детально проработана русским мыслителем на-
чала ХХ века М.Аксёновым. В своей трансцендентально-
кинетической теории времени он пишет о четырёхмерном ми-
ре, в котором осуществляется движение не тела нашего, но са-
мого недоступного нашему восприятию, для нас трансценден-
тального, воспринимающего в нас начала. Именно в четвёртом
пространственно подобном измерении «все объекты и все яв-
ления (события) существуют до нашего их восприятия и после
него (нужды нет, что для всех нас, для всего человечества су-
ществование их еще не наступило или прекратилось уже)» [43,
c.26,58].

«Все объекты нашего восприятия, – пишет М.Аксёнов, –
простираются и в четвёртое измерение, так что трёхмерные
для нас объекты на самом деле четырёхмерны... Все объекты
четырёхмерного пространства пребывают в абсолютном покое,
воспринимающее же в нас начало непрестанно совершает несо-
знаваемое нами движение в направлении четвёртого измере-
ния, по нормали к нашему трёхмерному пространству...» [42,
c.4].

15См. http://math.nsc.ru/Archive/yubilei/page24.html
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12.8. М. Паладьи

Паладьи (Palagyi) Мельхи- ffl

М. Паладьи.

ор (род. 26 декабря 1859 г.,
Пакш, Венгрия – умер 14 июля
1924 г., Дармштадт) – вен-
герский математик, философ-
виталист, профессор физики в
Будапеште, работал и умер в
Германии. Задолго до Мин-
ковского предложил концеп-
цию единого четырехмерного
пространства-времени. Соглас-
но его идее, время являет-
ся четвёртым измерением про-
странства. В.И.Вернадский в
работе «Пространство и время
в неживой и живой природе»
[61, c.238] неоднократно обращался к книге Палади.

В своем труде «Neue Theorie des Raumes und der Zeit,
Entwurf einer Metageometrie» (1901) Паладьи выдвинул тео-
рию, согласно которой трёхосевая пространственная система
координат дополняется четвёртой осью, временем; простран-
ство не является застывшей системой бытия, но в различные
моменты порождается временем. Пространство «течет».

Все движения возникают из «эфира» – устойчивого но-
сителя напряжений и передачи напряжений. С точки зрения
психологии и гносеологии Паладьи строго различает жизнь и
дух. Переживания, носителями которых является витальная
жизнь, представляют собой непрерывный процесс. Напротив,
духовные явления в человеке (к которым Паладьи относит на-
ряду с сознанием и мышлением еще и волю) обнаруживаются
только в нулевых точках и точках, соответствующих тепереш-
нему состоянию, где акты прерывны, вневременны и невиди-
мы. Поэтому непрерывные явления, происходящие в мире и
жизни, не могут быть поняты адекватно.
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12.9. Э. Мах

Знаменитый австрийский фи-ffl

Э. Мах.

зик и философ Эрнст Мах, зна-
чимость работ которого для физи-
ки отмечал Эйнштейн, делает сле-
дующее замечание в своей книге:
«Познание и заблуждение. Очер-
ки по психологии исследования»
(1905): «...пространство и время
не могут быть вполне отделены
друг от друга в исследовании. См.
остроумную философскую шут-
ку Фехнера в «Четырёх парадок-
сах», именно: Пространство име-
ет четыре измерения16. – Серьез-
ное обсуждение этого вопроса да-
ет M.Palagyi в своей работе: Neue

Theorie des Raumes und der Zeit. Leipzig, 1901. Взгляд, род-
ственный взгляду Фехнера, см. в моей книге «Анализ ощуще-
ний». На неотделимость пространства от времени я указывал
в небольшой заметке в Fichtes Zeitschr. f. Philosophie, 1866. –
Во время печатания настоящей книги я получил еще работу
К.С.Sneider’a: Das Wesen der Zeit (Wiener klinische Rundschau,
1905, Nr. 11, 12). В сочинении этом проводятся идеи, напо-
минающие мысли Фехнера и Palagyi, на что здесь только и
указываю».

Таким образом, идея объединения пространства и време-
ни в единое пространство-время пришла на ум многим иссле-
дователям и философам. Минковский, однако, не только вы-
сказал эту же мысль. Он разработал математическую теорию
пространства-времени как теорию псевдоевклидова простран-
ства.

Биографическая справка.
Мах (Mach) Эрнст (18.2.1838, Турас, ныне Туржани, Чехо-

словакия – 19.2.1916, Хар, близ Мюнхена), австрийский физик
16До Фехнера (1846) о времени как о четвёртом измерении говори-

ли д’Аламбер, Лагранж, психолог Людвиг Ланге и физик Мах (см. [61,
c.240].
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и философ-идеалист. Окончил Венский университет. Приват-
доцент в Венском университете (с 1861), профессор физики
в Граце (с 1864), профессор физики и ректор немецкого уни-
верситета в Праге (с 1867). Профессор философии Венского
университета (1895-1901).

Маху принадлежит ряд важных физических исследований.
С 1881 года Мах изучал аэродинамические процессы, сопро-
вождающие сверхзвуковой полёт тел (например, артиллерий-
ских снарядов). Он открыл и исследовал специфический вол-
новой процесс, впоследствии получивший название ударной
волны. В этой области именем Маха назван ряд величин и
понятий. Предложил принцип, называемый в наши дни прин-
ципом Маха, согласно которому наличие у тела инертной мас-
сы является следствием гравитационного взаимодействия его
со всем веществом Вселенной. Иначе говоря, силы инерции
сводятся к силам гравитации.

Работы Маха оказали большое влияние на Эйнштейна, о
чём последний неоднократно заявлял.

12.10. Э.К. Зиман

В 1964 году в «Journal of Mathematical Physics» появи-
лась статья «Causality implies the Lorentz group», автором ко-
торой был известный английский математик Эрик Кристо-
фер Зиман. В статье была доказана теорема о лоренцевости
биективных отображений в аффинном пространстве, сохра-
няющих либо поверхностные одинарные эллиптические кону-
сы, либо телесные открытые одинарные эллиптические конусы
(см. § 3.2).

Данный результат является единственным вкладом Зима-
на в хроногеометрию, но теорема Зимана получила широкую
известность, и на неё часто ссылаются на Западе.

Биографическая справка. «Sir Erik Christopher
Zeeman (born February 4, 1925), is a Japanese-born British
mathematician known for work in geometric topology and
singularity theory.
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Zeeman’s main contribution to mathematics was in topology,
particularly in the piecewise linear category, and dynamical
systems.

Zeeman was elected as affl

E.C. Zeeman.

Fellow of the Royal Society
in 1975, and was awarded the
Society’s Faraday Medal in 1988.

He received an MA and PhD
(the latter under the supervision
of Shaun Wylie, who had spent
the war at Bletchley Park) from
the University of Cambridge.
After working at Cambridge
(during which he spent a year
abroad at University of Chicago
and Princeton as a Harkness
Fellow) and the Institut des
Hautes Etudes Scientifiques,
he founded the Mathematics

Department and Mathematics Research Centre at the new
University of Warwick in 1964.

He remained at Warwick until 1988, but from 1966 to 1967 he
was a visiting professor at the University of California at Berkeley,
after which his research turned to dynamical systems, inspired
by many of the world leaders in this field, including Stephen
Smale and Rene Thom, who both spent time at Warwick. Zeeman
subsequently spent a sabbatical with Thom at the Institut des
Hautes Etudes Scientifiques in Paris, where he became interested
in catastrophe theory. On his return to Warwick, he taught
an undergraduate course in Catastrophe Theory which became
immensely popular with students; his lectures generally were
"standing room only" ».17

17Wikipedia. – http://en.wikipedia.org/wiki/Erik−Christopher−Zeeman
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СЕМИНАР «ХРОНО-
ГЕОМЕТРИЯ»

Хроногеометрия – это направление оснований геометрии, по-
ставившее перед собой цель найти самую простую и интуитив-
но ясную систему аксиом, описывающую специальную теорию
относительности. Таким пониманием термина «хроногеомет-
рия» мы обязаны академику Александру Даниловичу Алекс-
андрову, использовавшему это слово в названии своей статьи
(1967), посвященной 60-летию Кокстера [19]. Статья содержа-
ла серию теорем, описывающих биективные отображения, со-
храняющие конусы в аффинном пространстве, а также каса-
лась возможного построения основ теории относительности с
использованием полученных в статье результатов.

В этой статье А.Д.Александров, после долгого перерыва
(1955), вернулся к исследованиям по аксиоматической теории
относительности. Надо, конечно, отметить, что и после 1955
года А.Д.Александров уделял заметное внимание теории от-
носительности [12] – [17]. Но в это время его публикации и вы-
ступления носили, в основном философский характер и были
связаны с развернувшимися в стране идеологическими спора-
ми вокруг теории относительности. Тем не менее этот период
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можно рассматривать как философскую предысторию семи-
нара «Хроногеометрия», поскольку в это время вырабатыва-
лись принципы построения будущей математической теории,
формулировались, как выражался А.Д.Александров, филосо-
фемы, на основе которых отыскивались позже точные форму-
лировки теорем, составившие костяк аксиоматических теорий
пространства-времени, характерных для круга участников се-
минара «Хроногеометрия».

Новый хроногеометрический период (1967-1977) в научной
деятельности А.Д.Александрова, по существу, совпал с его пе-
реездом в Новосибирский Академгородок и избранием в дей-
ствительные члены АН СССР (1964). За это время им по ука-
занной теме было опубликовано 19 статей [19], [20] – [39]. Боль-
шое внимание было уделено чтению специального курса «Хро-
ногеометрия» (1969-1970, 1974-75?) для студентов Новосибир-
ского университета. Однако среди тех, кто затем увлекся дан-
ной темой и добился хороших результатов, лекции, видимо,
прослушал только Александр Владимирович Левичев.

Основная коллективная работа по исследованию семейств
множеств, сохраняемых биективными отображениями, в аф-
финном и других пространствах, и связанных с ними аксиома-
тик специальной теории относительности началась в 1971 году
на организованном А.Д.Александровым спецсеминаре «Хро-
ногеометрия». Автор был участником и старостой семинара
с 1971 по 1974 год. После 1974 года семинар действовал еще
несколько лет, но постепенно угас, поскольку основное внима-
ние А.Д.Александрова с 1980 года было уже сконцентрировано
на написании школьных учебников по геометрии. Был открыт
«учебно-педагогический сезон» в деятельности основателя Ле-
нинградской геометрической школы.

В ходе работы семинара произошло расширение содер-
жания термина «хроногеометрия». Под «хроногеометрией»
участники семинара стали понимать изучение биективных
отображений, сохраняющих то или иное семейство подмно-
жеств (или обладающее некоторым свойством) в конкрет-
ном пространстве. Например, отображения, сохраняющие се-
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мейство конусов в аффинном пространстве, отображения, со-
храняющие фиксированное расстояние или объем в метриче-
ском пространстве, отображения, сохраняющие свойство про-
извольного множества быть выпуклым в том или ином про-
странстве, отображения, сохраняющие порядок, и т.д. Ясно,
что далеко не все такие исследования имеют непосредствен-
ное отношение к основам теории относительности. Поэтому то,
что руководитель семинара не пытался ограничить тематику
семинара, позволило его участникам найти себя в складыва-
ющемся коллективе, привнося в его деятельность дух воспри-
имчивости новых идей и отсутствие боязни сменить направ-
ление деятельности. В итоге темой семинара стал поиск тех
свойств, которые полностью характеризовали бы аффинные и
изометрические отображения соответственно в аффинном или
евклидовом, псевдоевклидовом, гиперболическом, и наконец, в
сферическом пространствах. Результатом этой деятельности
стали самые разнообразные статьи (см. список литературы)
и пять кандидатских диссертаций [79, 161, 170, 218, 50]. До-
стижения участников семинара в области оснований теории
относительности были подытожены в обзоре [86].

13.1. Первая статья
по хроногеометрии

Особое место в хроногеометрии занимает статья А.Д.Алек-
сандрова и В.В.Овчинниковой «Замечания к основам теории
относительности» (1953) [6]. В ней были доказаны теоремы
(см. § 3.1), показывающие, что преобразования Лоренца мож-
но получить: во-первых, только из закона постоянства скоро-
сти света, а во-вторых, из закона ограниченности скоростей,
который в действительности в геометрической форме означал
сохранение причинно-следственных связей при смене инер-
циальной системы отсчёта. Этот второй результат приобрел
позднее особое значение, поскольку именно он стал основой
причинной теории пространства-времени.
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Данная статья и предшествующая ей очень маленькая за-
метка в журнале «Успехи математических наук» (1950) [5]
обязаны своим появлением вопросам, которые возникли у
В.А.Фока в ходе написания известной книги по теории прост-
ранства-времени [211]. Фока интересовали минимальные тре-
бования к отображениям, которые сохраняют закон распро-
странения света в инерциальной системе отсчета. Этим же во-
просом задавался в свое время Умов – учитель В.А.Фока, а
также знаменитый математик Г.Вейль. Ответ был найден в
статье А.Д.Александрова и В.В.Овчинниковой.

Позже в 1964 г. резуль-ffl

В.В. Овчинникова.

тат А.Д.Александрова и
В.В.Овчинниковой, касающий-
ся сохранения причинности
был, по сути дела, повторен
Зиманом [358] и приобрел боль-
шую известность на Западе.
Западные авторы, знающие
о статье А.Д.Александрова и
В.В.Овчинниковой, пишут о
теореме Александрова-Зимана.

Для В.В.Овчинниковой
эта статья была, кажется,
единственной научной публи-
кацией. Она познакомилась с
А.Д.Александровым, будучи
студенткой физико-матема-

тического факультета Казахского университета, когда он
приезжал читать лекции в Алма-Ату в 1949-51 годах. В
1951 г. она приехала в Ленинград и стала аспиранткой
А.Д.Александрова. Через год она уехала в Москву, и, как
пишет В.А.Залгаллер: «А.Д. сделал ей щедрый подарок,
опубликовав в соавторстве с ней известную статью 1953 г. о
причинах линейности преобразований в специальной теории
относительности» [4, c25].
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13.2. Новосибирский университет.
1965-1970 гг.

Феномен семинара «Хроногеометрия» тесно связан с таким
событием в истории Сибири, как строительство Новосибир-
ского Академгородка – научного центра, собравшего на берегу
Оби многих талантливых представителей московской и ленин-
градской науки. В 1959 г. был открыт Новосибирский государ-
ственный университет, в составе которого не было штатных
преподавателей. Все они работали в научно-исследователских
институтах СО АН СССР и были преподавателями лишь по
совместительству. В основной своей массе это были люди в
возрасте до 40 лет, и поэтому наука занимала их мысли по-
чти все время. Распри и склоки еще не поглотили их души,
поэтому их благотворное влияние на студентов проявлялось
в максимальной степени. В стенах университета царил культ
науки. Студенты жили на расстоянии 1-3 км от здания уни-
верситета, преподаватели неколько далее, в силу чего свет в
окнах НГУ горел до 22 часов, а семинары начинались и 18.00,
и даже в 20.00 вечера.

В университете процветала коммунистическая демократия,
дозволявшая большую свободу в высказываниях и действиях.
В общежитиях отсутствовала пропускная система, двери ни-
когда не закрывались. Старшекурсники жили по одному, в ма-
леньких отдельных комнатах. Вообще НГУ располагал тогда
самыми современными общежитиями. Комнаты делились на
блоки. Блок состоял из двух комнат (на 1 и на 3 человек соот-
ветственно) и санузла. Царивший культ учения и науки делал
крайне редкими драки между студентами, а воровство, хотя и
имевшее место, не портило настроения всеощего багополучия.

Доминировали естественные факультеты, на которых экза-
мены принимали лекторы и несколько человек из числа препо-
давателей, проводивших семинары, а также из числа пригла-
шенных лектором из института, где он работал. Это сводило к
нулю необъективность, предвзятость преподавателя (лектора
или семинариста) при приеме экзамена, поскольку студент мог



13.3. ПРЕДЫСТОРИЯ СЕМИНАРА. 1968 ГОД 269

выбрать (если не «засиживался» при подготовке вопроса из
билета) себе «понравившегося» из 5-7 экзаменаторов. Конеч-
но, были такие преподаватели, над которыми «витала» сла-
ва изверга или, напротив, добряка. Выбор позволял многим
избежать встечи с «извергом»; хотя к добряку приходилось
занимать очередь.

После 1967 года в НГУ произошло несколько политических
акций, в которых приняли участие студенты. Это насторожило
реакционную часть властей, но реализовать свои замыслы, на-
правленные на сворачивание коммунистической демократии в
университете, они смогли лишь в 70-е годы. Символами конца
демократии следует назвать попытки ввести пропуска в обще-
житиях в 1971 году и уничтожение права старшекурсников
жить по одному в маленькой комнате – в 1972 году. Вско-
ре стали закрывать общежития на ночь. «Процесс» протекал
неустойчиво – ряд деканов противились наступлению «нового
порядка». Но когда автор посетил НГУ в 1980 году, там уже во-
всю «процветали» пропускная система, замки на дверях после
24.00 и решетки на окнах над козырьками входа в общежи-
тия, дабы загулявший студент не смог проникнуть вовнутрь
через окно на втором этаже. Студенты ничего уже не знали о
прошлых временах, когда все была иначе.

Основная масса участников семинара «Хроногеометрия»
была воспитанниками коммунистической демократии в НГУ,
наука была их страстью, ей они отдавали все свое время, ко-
торое, как оказалось, они направили на раскрытие тайны соб-
ственно Времени.

13.3. Предыстория семинара. 1968 год

В сентябре 1968 года на кафедре геометрии и топологии
Новосибирского университета состоялось заседание, на кото-
ром предполагалось назначить научных руководителей сту-
дентам четвертого курса, пожелавшим специализироваться в
области геометрии или топологии. К удивлению членов ка-
федры таких студентов оказалось человек двадцать (А.С.Ба-
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лаян, В.П.Голубятников, А.Гуц, В.Лисейкин, П.Речевский,
В.В.Усов, В.Шарафутдинов и другие), то есть достаточно мно-
го, и, кроме того, большинство из них имели очень хорошие
оценки. Студентов распределили весьма быстро, а затем было
принято решение о начале постоянной работы научного семи-
нара кафедры. Решение это самым тесным образом связано с
появлением на кафедре значительного числа студентов (годом
позже пришли И.Йомдин, Н.Ф.Тищенко, А.Шишко, Агульник
и др.).

Проявившийся интерес студентов к геометрии и топологии
(чего не наблюдалось в НГУ ранее) объясняется достаточно
легко. Кафедру возглавил А.Д.Александров, академик, и это
играло свою роль. Сам заведующий стал читать курс диффе-
ренциальной геометрии (1966/67 и 1967/68 учебные годы). Па-
раллельно профессорЮ.Ф.Борисов предложил вниманию сту-
дентов двухгодовой цикл лекций по римановой геометрии, а
доценты В.И.Кузьминов, И.А.Шведов и Л.Н.Ивановский (уче-
ники академика П.С.Александрова) – спецкурсы по алгебра-
ической и дифференциальной топологии. На кафедре гото-
вились к защите докторские диссертации В.А.Топоногова и
С.З.Шефеля. В дальнейшем большое значение для подготов-
ки геометров будет иметь возглавляемый ими семинар, прово-
димый в стенах Института математики СО АН СССР.

К сказанному надо добавить, что заведующим кафедрой
математического анализа был Юрий Григорьевич Решетняк
(ученик А.Д.Александрова, будущий академик АН СССР). На
этой кафедре также велись геометрические исследования, и
часть студентов (например, В.В.Славский, И.Г.Николаев) шли
специализироваться туда.

Таким образом, для появления семинара «Хроногеомет-
рия» имелся вполне определенный задел, плод работы мно-
гих математиков. Но роль личности самого А.Д.Александрова
огромна. Ему и до появления в Сибири удавалось созда-
вать группы интенсивно работающих математиков. Характер-
но, что при этом каждый раз ядром становились несколько
молодых людей, студентов, которые быстро набирались сил
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ffl

Рис. 13.1: А.Д. Александров. 1966(?).

и начинали выдавать математические результаты в новой,
до сих пор мало изведанной области математики. При этом
А.Д.Александров, как правило, не предлагал кому-либо кон-
кретную задачу, но в ходе работы, на постоянно действующем
семинаре, он ставил то в виде готовой формулировки теоре-
мы или гипотезы, предположения, то в виде «философемы»
ту или иную проблему, за решение которой просто невозмож-
но было не взяться кому-нибудь из участников семинара. Ча-
сто такой участник семинара находился, причем совершенно
добровольно, и уже через какое-то время заслушивался соот-
ветствующий доклад. Так формировался контингент учеников
А.Д.Александрова. Особенно ценил он тех, кто сам находил
серьёзную задачу или тему исследований (так было с темой
дипломной работы А.В.Левичева). Предлагаемые же им зада-
чи были очень и очень трудными, и это также влияло на то,
что из окружения академика быстро исчезали любители быст-
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рых и лёгких успехов.
Интересна «система поощрений», применяемая А. Д. Алек-

cандровым к своим молодым ученикам. Кого-то он постоянно
хвалил, кого поругивал, кому-то вообще ничего не достава-
лось.

13.4. Предыстория семинара. 1971 год

В 1971 году А.Д.Александровffl

Н.Ф. Тищенко. 2001 г. .

имел одного аспиранта (А.Гуц)
и одного дипломника (Николай
Федорович Тищенко). Дипломник
писал работу по отображени-
ям, сохраняющим дискретные
конусы в аффинном простран-
стве. Идея такого обобщения
теоремы А.Д.Александрова и
В.В.Овчинниковой [6] принад-
лежала самому Тищенко. Он
получил массу следствий из пра-
вильно сформулированной им
основной теоремы, но ее доказа-
тельство ему никак не давалось.
Он поделился своей горестью

с аспирантом, который неожиданно в течение одной ночи
нашел простое доказательство.

Теорема вошла в дипломную работу со ссылкой на автора
доказательства и была позднее опубликована в статье аспи-
ранта, где указано, кто подлинный автор формулировки тео-
ремы. Последнее осуществлено было после строгого выговора,
который сделал своему аспиранту А.Д.Александров, ибо пер-
воначально в рукописи аспирант не указал, кому принадлежа-
ла формулировка теоремы.

В июне-августе аспирант после чтения книг по геометрии
Лобачевского сформулировал и доказал теорему, являющуюся
аналогом теоремы А.Д.Александрова и В.В.Овчинниковой для
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пространства Лобачевского, о чем известил своего руководите-
ля. А.Д.Александров в конце сентября предложил аспиранту
сделать доклад на спецсеминаре, который планировался как
новый спецсеминар для студентов.

Было сделано объявление о начале работы семинара. На
первое заседание пришло около десяти человек, среди которых
профессор Юрий Федорович Борисов и будущие «хроники»
Александр Вениаминович Кузьминых (студент 4 курса), Анна
Викторовна Шайденко (студентка 1 курса), А.В.Левичев (сту-
дент 3 курса). Кажется, присутствовали: Агульник (студент 4
курса - курсовик А.Д.Александрова), Иохим Мазманиди (сту-
дент 2 или 3 курса) и Альтерович (студент, короткое время
курсовик А.Д.Александрова, эмигрировавший вскоре в Изра-
иль). Остальных не помню.

Особо следует отметить ffl

Ю.Ф. Борисов. 1980 г.

роль профессора Ю.Ф.Бо-
рисова в плодотворной дея-
тельности семинара. Ученик
и друг А.Д.Александрова, он
был долгое время единствен-
ным представителем старшего
поколения среди участников
семинара, за исключением,
конечно, самого руководите-
ля. Выступал с докладами
Юрий Федорович крайне
редко, но был, пожалуй, са-
мым активным слушателем и
комментатором полученных
результатов. Его постоян-
ные шутки способствовали
созданию дружелюбной атмосферы на семинаре.

13.5. 1971-72 учебный год

Два-три первых заседания семинара были отданы докладу
А.Гуца «Отображения, сохраняющие конусы в пространстве
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Лобачевского». Число участников составляло где-то семь - во-
семь человек. Был назначен староста семинара – А.Гуц. Он
должен был обеспечивать вывешивание объявления о теме
следующего доклада, а также следить за чистотой доски, на-
личием мела и тряпки. Очень часто староста сам определял
тему и докладчика. Семинар получил название – «Хроногео-
метрия».

Последующие заседания были часто реферативными.
Участники семинара по очереди рассказывали о содержании
статей Rothaus [334], Zeeman E.C.[358], о теореме Дарбу и др.

Профессор Ю.Ф.Борисов сделал подробный доклад по сво-
ей статье «Отображения, сохраняющие изотропность векторов
в псевдоевклидовых пространствах» [56]. При этом он старал-
ся разъяснить физический и философский смысл полученного
результата, уделяя особое внимание обоснованию четырехмер-
ности пространства-времени.

Кажется, в этом же учебном году Юрий Федорович вы-
ступил с еще одним докладом, который посвящён был фи-
лософским вопросам теории относительности. Он говорил о
том, что для становления теории относительности не игра-
ли сколь-либо значительной роли эксперименты, и экспери-
мент Майкельсона-Морли в частности. Важным было то, что:
1) был принят новый научный взгляд на пространство и вре-
мя, и то, 2) чтобы предсказания, которые делаются, опираясь
на новую теорию, адекватно отражали то, с чем мы имеем
дело в реальной деятельности. После этого Ю.Ф.Борисов пе-
решел к описанию философских взглядов, распространенных
среди физиков и философов, занимающихся вопросами теории
относительности, и охарактеризовал идеализм в философии
как учение, которое признает наличие инструмента, способно-
го менять действительность, но инструмент этот не в руках
людей, но бога; материализм же, напротив, дает инструмент в
руки людей.

Семинар привлекал внимание людей, интересующихся ос-
новами теории относительности, но, надо заметить, лишь на
короткое время. Среди самых постоянных участников семи-
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нара были люди, проявляющие интерес к физике, главным
образом к общей теории относительности (А.Д.Александров,
Ю.Ф.Борисов, А.Гуц, Е.Малков, А.В.Левичев) и те, кто
предпочитал не углубляться в физику (А.В.Кузьминых,
А.В.Шайденко, С.Н.Астраков, И.Мазманиди). Тем не менее
многие доклады на семинаре были «чисто физические» (ре-
шения уравнений Эйнштейна, обзор статей по тахионам и
др.), и подчас их делали физики. Например, однажды доклад
«Максвеллизация гравитации» сделал известный физикЮрий
Борисович Румер, написавший в сталинской шарашке книгу
«5-оптика».

Студент А.В.Кузьминых в этом году несколько раз расска-
зывал о своих результатах по отображениям семейств дискрет-
ных конусов (не опубликовано, см.[79]), по обобщению теоремы
Дарбу о коллинеациях [160] и др.

13.6. 1972-73 учебный год
Этот год открылся докладом Револьта Ивановича Пименова
(ученик А.Д.Александрова, будущий депутат Верховного Со-
вета РСФСР, умерший от рака в 1990 году). Он рассказывал о
своей докторской диссертации (автор данного текста был в это
время бригадиром студентов, убирающих картофель на сов-
хозных полях под Новосибирском). Диссертация была успеш-
но защищена, но утверждена только в 1989 году. Дело в том,
что Пименов имел постоянные столкновения с коммунистиче-
ским правительством и подвергался преследованию со сторо-
ны КГБ. На момент защиты он находился в ссылке в Сыктыв-
каре, хотя ему были позволены научные публикации. Утвер-
ждение ученой степени произошло во времена горбачевской
Перестройки, и то после хлопот со стороны самого Пименова
(и, видимо, при поддержке многих других людей, использо-
вавших моду на Гласность).

На втором заседании был заслушан доклад А.Д.Александ-
рова по основам теории относительности. Присутствовало, к
полному удивлению докладчика, наверное, человек двести.
Это было связано с тем, что было дано большое (по разме-
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рам) объявление с портретом докладчика, в котором говори-
лось, что академику А.Д.Александрову исполнилось 60 лет. В
то время Институт математики СО АН СССР разослал пись-
ма членам Академии и в различные научные учреждения на
стандартно изготовленных бланках с портретом юбиляра, из-
вещающие о юбилейной дате, а также о том, что никакого
чествования по пожеланию виновника указанного события не
планируется. Таким образом, заседание семинара неожиданно
оказалось юбилейным. Староста семинара получил выговор
от руководителя семинара за нестандартное объявление, хотя
до этого подвергался критике, что вывешиваемые объявления
плохо привлекают внимание людей (Саша! Надо делать хо-
рошую рекламу нашему семинару!). Выговор был таков: «Я
собирался делать деловой доклад для своих, а пришлось гово-
рить для тех, кто пришел поглядеть на юбиляра!».

Последующие несколько заседа-ffl

June Lester. 1995.

ний были посвящены обзору преприн-
тов Сигала по хроногеометрии про-
странств с топологией S3×R или S3×
S и ее космологическому приложе-
нию. Препринты были присланы ав-
тором А.Д.Александрову. Доклад де-
лал А.Гуц. В 1990-е годы сигаловски-
ми идеями увлёкся Александр Влади-
мирович Левичев. Порядковой струк-
туре указанных пространств (под на-
званием конформные пространства)
были в последующем посвящены ста-
тьи A.Д.Александрова (1976) [35] и

June Lester (1980) [292].

В марте А.Д.Александров раздал участникам семинара от-
тиск своей статьи [29], где были полностью описаны непрерыв-
ные отображения, сохраняющие инвариантный относительно
группы параллельных переносов порядок в аффинном про-
странстве. Он выразил при этом мнение, что аналогичных ре-
зультатов нельзя получить для порядков инвариантных отно-
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сительно некоммутативной группы преобразований упорядо-
ченного пространства. Однако уже в апреле А.Гуц показал
как переделать результаты из указанной статьи руководителя
семинара на случай некоммутативной группы, которая сейчас
носит название основной аффинной группы Ли [80].

Вообще в этом учебном году А.Д.Александров постоянно
рассказывал о ведущихся им исследованиях по отображени-
ям, сохраняющим порядок в аффинном пространстве. По су-
ществу, речь шла о создании причинной теории пространства-
времени. В дальнейшем данной теорией надолго увлекутся
А.Гуц и А.В.Левичев, и посвятят упорядоченным (причин-
ным) структурам свои докторские диссертации.

Несколько докладов сделал ffl

А.П. Копылов. 1982 г.

А.В.Кузьминых о своих резуль-
татах, касающихся выпукло-
инвариантных отображений, то
есть сохраняющих выпуклость
некоторых множеств, а также
об изометричности отображе-
ний, сохраняющих расстояние
равное 1.

Видимо, на последнем засе-
дании в этом году заслушивал-
ся доклад Н.А.Черникова (Дуб-
на) об использовании геомет-
рии Лобачевского в физике эле-
ментарных частиц.

В июне 1973 года была защищена первая «хроногеометри-
ческая» кандидатская диссертация [79].

13.7. 1973-1974 учебный год

В этом учебном году на семинаре появился Анатолий Пав-
лович Копылов (ученик академика Ю.Г.Решетняка, в по-
следующем доктор физико-математических наук). Послушав
несколько докладов он предложил вниманию участников се-
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минара доказанную им теорему об отображениях, сохраняю-
щих не все конусы из семейства равных и параллельных ко-
нусов в аффинном пространстве, а только некоторое их до-
статочно прореженное подмножество (см. опубликованную в
[156] формулировку этой теоремы). Уже на следующем засе-
дании А.В.Кузьминых предложил более сильный результат,
физическая интерпретация которого производила значитель-
ное впечатление [156, 157].

Зимой студентка 3-его курса Анна Викторовна Шайден-
ко показала, что можно отказаться от требования параллель-
ности конусов в образе изучаемых на семинаре отображений.
Такой подход был естественным (см. физическую интерпрета-
цию предложенной теоремы в обзоре [86]), но до той пор ни
одному участнику семинара это не пришло в голову.

Идея Шайденко захватилаffl

А.В. Шайденко. 1968 г.

А.Д.Александрова, А.П.Копыло-
ва и А.В.Кузьминых, и дальше
ряд заседаний они занимались
усилением результата очень
симпатичной девушки. В итоге
появилась их совместная статья
[36] – статья, в которой академик
доводил до совершенства идею и
теорему студентки.

За свою работу Анна Шайден-
ко получила медаль Академии на-
ук СССР. В Новосибирск прие-
хала спецкорреспондент «Комсо-
мольской правды». О целях её при-

езда говорить трудно, но дать большой материал о талантли-
вой студентке во всесоюзной газете ей очень хотелось. Как
выяснилось потом, не только автор, но и другие участники се-
минара противились появлению такой статьи, считая, что Аню
надо оберегать от славы, чтобы она «не испортилась» и не дай
боже, отвлеклась от математики. Тем не менее её фотография
появилась в популярном в СССР журнале «Советская женщи-
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на» (издаваемом на английском, немецком и других языках).
После окончания Новосибирского университета Шайден-

ко была взята на работу в Институт математики Сибирско-
го отделения АН СССР в отдел А.Д.Александрова. В тече-
ние нескольких лет она доказала серию прекрасных теорем
[214, 215, 216, 217, 218] и, не учась в аспирантуре, представила
кандидатскую диссертацию в Диссертационный совет по гео-
метрии и топологии в институте, которую успешно защитила в
1983 году. В конце 80-х годов она вышла замуж за швейцарца
и переехала жить за границу. Последние ее работы в России
были посвящены теории биллиарда.

13.8. А.В. Кузьминых

О роли А.В.Кузьминых в ffl

А.В. Кузьминых.
1970-е годы.

работе семинара «Хроногеомет-
рия» следует сказать отдельно.

Он сделал большое коли-
чество докладов. Почти все-
гда это были его собствен-
ные результаты. А был он
студентом; университет окон-
чил в июне 1973 года. Впер-
вые появился на кафедре в
1969 году, будучи второкурс-
ником. Тогда на семинаре ка-
федры А.Д.Александров рас-
сказал о старой проблеме о те-
ле с конгруэнтными проекци-
ями, не поддающейся решению. Буквально через неделю
А.В.Кузьминых нашел ее решение и сделал на кафедре до-
клад. Позже эта студенческая работа была опубликована в
«Докладах АН СССР» [153]. В дальнейшем такая его «скоро-
стрельность» стала привычной для участников семинара, но
именно напористость Кузьминых стала как бы катализатором
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в деятельности семинара. Все старались так же быстро, как
Кузьминых, придумать что-либо новенькое. Состязательность
– неотъемлемая часть атмосферы семинаров, возглавляемых
А.Д.Александровым. Вопрос, как это удавалось делать.

Другая черта Кузьминых – это нежелание заниматься мод-
ной (если хотите, современной) математикой. При его спо-
собностях он легко бы мог достичь хороших результатов в
алгебраической топологии (это тогда очень ценилось: вре-
мя С.П.Новикова и др.; в Новосибирске – В.И.Кузьминов,
И.А.Шведов) или в римановой геометрии в целом (вре-
мя М.Громова и др.; в Новосибирске – В.А.Топоногов и
С.З.Шефель). Но Кузьминых отказался от соответствующих
предложений и предпочел заняться хроногеометрией, а затем
«старыми» вещами в духе польской математики 1920-х годов.

К Кузьминых А.Д.Александров применял «меры поощре-
ния» в виде громких публичных похвал, что не влияло, впро-
чем, на его поведение среди участников семинара, но это, ви-
димо, было необходимо (руководителю виднее) для стимули-
рования математической деятельности молодого математика.

Внешне Кузьминых очень высокий, худощавый, резкий в
движениях. У автора первое с ним знакомство (в 1969 году)
вызвало чувство неприязни, от которого в дальнейшем не оста-
лось ни малейшего следа.

Кандидатскую диссертацию А.В.Кузьминых защитил
поздно, в 1979 году. Но это была блестящая работа, без единой
описки или помарки (две машинистки не выдержали педан-
тизма соискателя и отказались от сотрудничества с автором).
Охотники найти хотя бы мелкую неточность в тексте диссер-
тации успеха не имели. У самого Кузьминых процесс защи-
ты вызвал ужас, он измучился сам, нервировал оппонентов
и окружающих. По его словам, сказанным где-то в 1989 году
по поводу срока защиты докторской диссертации, он еще не
отошел от кошмара с кандидатской.

В 1990-е годы А.В.Кузьминых уехал жить в США. Однако
он периодически звонил по телефону А.Д.Александрову. От
Кузьминых автор узнал в июле 1999 года о тяжелой болезни
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ffl

Рис. 13.2: 1960-е. A.В. Кузьминых.

А.Д.Александрова. Можно было общаться с А.Д. по телефо-
ну прямо в больничной палате. Позвонив, автор поговорил с
выдающимся математиком за несколько часов до его смерти.

13.9. После лета 1974 года
Автор уехал из Новосибирска летом 1974 года. Поэтому опи-
сать дальнейшую деятельность семинара не имеет возможно-
сти. Семинар работал еще несколько лет, затем угас. Думает-
ся, он выполнил свою задачу – подготовку еще одной груп-
пы исследователей, вошедшей в ленинградскую геометриче-
скую школу. Студенты, участники семинара, перестали быть
студентами. Чтобы пришли новые, нужно было начинать всё
сначала. А для этого нужны свежие идеи, другие студенты,
новое место. В 1986 году А.Д.Александров вернулся в Ленин-
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град, но его основным занятием стало написание учебников по
геометрии.

Осенью 1974 года состоялся первый и последний симпозиум
по хроногеометрии. Он не имел официального статуса, так как
не была вовремя оформлена заявка на проведение симпозиу-
ма в каком-то бюрократическом ведомстве. Поэтому никакого
сборника тезисов симпозиум не оставил.

На симпозиум приехали Р.И.Пименов из Сыктывка-
ра, В.Я.Крейнович и С.М.Владимирова из Ленинграда,
В.П.Федотов [209] из Петразаводска и др.

В дальнейшей работе семинара самое активное участие
принимали новые его участники: В.Я.Крейнович (переехав-
ший на работу в Институт математики СО АН СССР, ра-
ботавший до этого в содружестве с Р.И.Пименовым), Вла-
димир Кузьмич Ионин, Сергей Николаевич Астраков (аспи-
рант А.Д.Александрова). В полную силу заработали «стари-
ки» – А.В.Кузьминых, А.В.Шайденко – сотрудники ИМ СО
АН СССР и А.В.Левичев (аспирант А.Д.Александрова).

А.В.Левичев получил рядffl

А.В. Левичев. 1982 г..

замечательных результатов, ко-
торые показывали, в каком слу-
чае порядок в банаховом про-
странстве задается конусом, ес-
ли пересечение областей воз-
действия представляют собой
в некотором смысле «связные»
множества.

В 1979 году А.В.Левичев за-
щитил кандидатскую диссерта-
цию, а затем и докторскую. Его
докторская диссертация была
посвящена изучению причин-
ной структуры однородных ло-
ренцевых многообразий.

А.В.Левичев постоянно интересовался новыми результата-
ми в области общей теории относительности. Одна из его ста-
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тей [179] была посвящена условиям наличия машины времени
в однородных лоренцевых многообразиях. В 1990-е годы он
переехал в США, где стал работать в группе И.Сигала, раз-
вивающей космологию, основанную на пространстве-времени,
получаемом из мира Минковского добавлением бесконечно
удалённого светового конуса.

ffl

Рис. 13.3: 1992. А.К. Гуц, A.В. Кузьминых, A.В. Левичев.

13.10. В.Я. Крейнович: после 1974 г.
(воспоминания)

Я1 много слышал о семинаре по хроногеометрии еше до того,
как побывал в Новосибирском Академгородке. В первый раз я

1Автор признателен В.Я.Крейновичу, приславшему свои воспомина-
ния о семинаре.
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об этом семинаре услышал от Револьта Ивановича Пименова,
к которому я сначала ходил на семинар в Ленинграде (Петер-
бурге), а потом, когда его за самиздат сослали в Республику
Коми – я ездил к нему в Коми Филиал Академии Наук на
практику. Через какое-то время сам А.Д.Александров, приез-
жая к нам в Ленинград, стал читать различные лекции, делать
доклады, на которых рассказывал о семинаре.

В октябре 1974 года А.Д. организовал в Академгородке
Первый Всесоюзный симпозиум по хроногеометрии. Мои до-
клады на симпозиум приняли, так что я с удовольствием на
него съездил. На симпозиуме выступал сам А.Д., выступал Ре-
вольт Иванович (у короторого как раз закончился срок ссыл-
ки), а также многие участники семинара по хроногеометрии.

Мне особенно запомнилось до-ffl

В.Я. Крейнович.
1970 е годы.

клад Саши Кузьминых. В от-
личие от самого А.Д., Сашу не
очень интересовали физические
мотивировки и связь с физикой
пространства-времени. С одной
стороны, это до некоторой степе-
ни ограничивало Сашу, посколь-
ку он не мог, как А.Д., ста-
вить физически интересные за-
дачи. Но с другой стороны, это
же его и раскрепощало: все за-
дачи, поставленные А.Д., он рас-
сматривал как чисто математи-
ческие и часто находил удиви-
тельные решения. Саша брал лю-
бую теорему А.Д., типа теоремы

о преобразованиях, сохраняющих конусы, и слой за слоем
«очищал» формулировку – пока не оставалось в ней только
самое необходимое: например, не все конусы, а только кону-
сы с вершинами на прямых из некоторого семейства и т.д. С
точки зрения технических вопросов Саша был недосягаем.

В декабре 1974 года по окончании Ленинградского универ-
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ситета, по официальному приглашению А.Д., университет на-
правил меня на работу в Институт математики Сибирского
отделения АН СССР. Я должен был быть зачислен на долж-
ность стажера-исследователя. Но ситуация сложилась непро-
стая – первые полгода враги А.Д. в Сибирском отделении Ака-
демии наук меня в должности не утверждали. Таким образом,
я оказался на нелегальном положении – без прописки (обяза-
тельного тогда милицейского разрешения на проживание) и
без работы. Одним из главных утешений для меня был семи-
нар по хроногеометрии.

Хотя семинар носил назва-ffl

В.К. Ионин. 1982 г.

ние «Хроногеометрия», темати-
ка затрагиваемых на нем вопро-
сов была гораздо шире: там бы-
ли и чисто геометрические до-
клады, и доклады скорее фи-
зические – связанные с физи-
кой и геометрией пространства-
времени, и доклады о необыч-
ных применениях геометрии.
Все мы, постоянные участни-
ки семинара, по очереди до-
кладывали свои новые резуль-
таты. Я сам выступал в сред-
нем раз в два месяца, в основ-
ном на темы, связанные с физи-
кой пространства-времени. По-
стоянно приезжали гости, как

геометры и физики, так и специалисты других наук, пытаю-
щиеся применять в своих исследованиях геометрические идеи.
А.Д. их всех привечал, и хотя и изображал иногда, что дрем-
лет, но, судя по репликам слушал всех очень внимательно, во-
просы задавал в самую точку и советы давал разумные.

Несколько раз Владимир Кузьмич Ионин рассказывал
свою естественную и необычную аксиоматику специальной
теории относителности. В его аксиоматике рассматривались



286 Глава 13. СЕМИНАР «ХРОНОГЕОМЕТРИЯ»

два основных объекта: частицы (прямые) и часы (линейные
функции).

Периодически сам А.Д. рассказывал свои новые результа-
ты, формулировал открытые вопросы. Очень много выступал
Саша Кузьминых с блестящими и неожиданными улучшения-
ми предыдущих результатов. Почти все, что он рассказывал,
посылось в «Доклады Академии наук СССР» или в «Сибир-
ский математический журнал».

Юрий Федорович Борисов сделал несколько очень увле-
кательных докладов. Борисова интересовала не столько ма-
тематическая сторона хроногеометрии (как Сашу Кузьмии-
ных) и не физические приложения (как меня), а скорее вопро-
сы оснований теории относительности, вопросы философии
пространства-времени. Как известно, А.Д. философией и ос-
нованиями тоже очень увлекался, и в этомЮрий Федорович за
А.Д. следовал. Доклады его всегда было очень интересно слу-
шать, потому что он убедително объяснял на простых приме-
рах важность, казалось бы, абстрактных математических кон-
струкций. Например, понятие полноты. С точки зрения чисто
физической, координаты мы измеряем только приближенно,
так что мы можем наблюдать только рациональные прибли-
жения к истинным координатам. Таким образом, физически
вроде бы неважно, рассматриваем ли мы только рациональ-
ные числа или все вещественные числа – экспериментально
их нельзя отличить. Но, если добавить физику, например про-
стейшее дифференциальное уравнение движения

mẍ = F,

то сразу будет резкая разница между полной моделью (напри-
мер, со всеми вещественными числами) и моделью неполной
(только с рационалными числами). Дело в том, что в непол-
ной модели, даже при нулевой силе F = 0, есть решения с
нетривиальным движением, например

x(t) = 0 при t < 1 и x(t) = 1 при t > 1.

Кроме анализа подобных математически простых, но фило-
софски глубоких примеров, Юрий Федотович занимался и фи-
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лософскими вопросами, которые требовали серьезной матема-
тики – например, его всегда волновал вопрос, где граница меж-
ду топологией и геометрией, где тот порядок дифференциру-
емости отображений, при котором результаты, более похожие
на топологические, начинают быть скорее похожими на гео-
метрические.

Задачи себе Ю.Ф. выбирал трудные и часто формулиро-
вать их в математических терминах было трудно. Из-за этого
доклады делал он очень редко (не то что мы с Сашей Кузь-
миных, каждый месяц новая идея) и публиковался мало – раз
в год, а то и реже. Но каждый раз результаты были очень
глубокими.

Несколько раз рассказывал ffl

Ю.Е. Боровский. 1983 г.

свои результаты Юрий Евелевич
Боровский. Я запомнил его доклад
о том, как можно теорию физи-
ческих структур, которую тогда
пропагандировал новосибирский
физик Юрий Иванович Кулаков
как новое основание физики,
изложить в терминах геометри-
ческих групп преобразований и
симметрий.

Саша Левичев обобщал теоре-
мы о преобразованиях, сохраняю-
щих конусы, на неевклидовы про-
странства. Блистала Аня Шайден-
ко, выступали иногда Аналолий Павлович Копылов, Юрий
Григорьевич Решетняк и многие другие. Трудно перечислить
все результаты – ведь заседания семинара проходили почти
каждую неделю, а значит, излагался каждый раз новый науч-
ный результат.

В основном все докладчики рассказывали о своих иссле-
дованиях. Это и понятно – ведь мы и были, по существу, ми-
ровым центром по хроногеометрии. Но иногда сообщались и
чужие результаты – или кто-то А.Д.Александрову пришлет
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из-за границы свою статью, или в журналах интересная новая
физическая статья появится. Поэтому я часто рассказывал о
физических идеях, которым посвящались эти статьи.

Заслушивались и чисто ма-ffl

Ю.Г. Решетняк. 198(?).

тематические достижения. Так,
несколько раз Саша Кузьминых
рассказывал о преобразованиях,
сохраняющих расстояние 1 в ев-
клидовом пространстве.

Семинар был интересным,
приходили новые студенты
– многие шли на этот семи-
нар, привлечённые популярны-
ми лекциями и спецкурсами
А.Д.Александрова. Иногда, ко-
гда собиралось несколько новых
студентов, А.Д. просил одного из
нас помочь новичкам – прочитать

небольшой «краткий курс» по введению в хроногеометрию.
Один раз я читал такой курс и встретил свою судьбу –

самая способная студентка Оля Кошелева стала моей женой.
Оля была постоянной участницей семинара; несколько раз

докладывала на нем свои результаты. Сначала она, под руко-
водством Юрия Борисовича Румера2, занималась основания-
ми общей теории относительности, особенно формализацией
неформального квантового вывода уравнений Эйнштейна. Но
дипломную работу она делала уже у А.Д. В своей дипломной
работе она показала, что если в четвертой проблеме Гильбер-
та – об аксиоматике объема в элементарной геометрии – огра-
ничиться конструктивными функциями объема, то результат
получится совсем другой – никаких Деновских контрпримеров
больше нет. В Олиной дипломной работе было много сложной
математики – например, использовались сравнительно новые
результаты по теории когомологий – но зато выводы был чисто

2Ю.Б.Румер – знаменитый физик из Академгородка, работавший вме-
сте с Эйнштейном, Ландау и многоми другими.
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геометрическими.

В 1978 году я был отко-ffl

О.М. Кошелева. 2005.

мандирован в Пулково, где за-
нимался приложениями хроно-
геометрии к физике – геомет-
рическим анализом задач ра-
диоинтерферометрии со сверх-
длинной базой. Хроногеметрия,
по существу, началась с ре-
зультата А.Д. о преобразо-
ваниях, сохраняющих конусы
(т.е. причинность). Этот ре-
зультат означает, что для одно-
значного определения геомет-
рии пространства-времени до-
статочно знать отношение при-
чинности. Другой результат го-
ворил о том, что достаточно

знать траектории лучей света. Эти результаты до 1970-х го-
дов были чисто теоретическими, т.к. для реального восстанов-
ления геометрии нужно проводить измерения с очень большой
точностью, которая тогда была еще недоступна. С появлением
точных мазеров и больших антенн возникла возможность про-
водить измерения с невиданной до того времени точностью –
и, следовательно, восстанавливать геометрию по результатам
этих измерений. На фундаментальном уровне, по существу,
основной результат – это теорема А.Д., но практически нуж-
но было решать вопросы точности, алгоритмов по обработке
данных – всем этим я и занимался.

В Академгородке я теперь бывал периодически, поэтому
и семинар стал посещать реже. В 1980 году, после того как
ВАК СССР утвердил мою диссертацию, под давлением КГБ
меня попросили уволиться из Института математики СО АН
СССР по собственному желанию (что было прогрессом, т.к.
в 1976 году меня лишили возможности преподавать в Ново-
сибирском университете под тем же давлением, не дав даже



290 Глава 13. СЕМИНАР «ХРОНОГЕОМЕТРИЯ»

дочитать курс лекций и не удосужившись даже скрыть при-
чину увольнения). После некоторых мытарств я устроился на
постоянную работу в Ленинграде, и в Новосибирск мы с Олей
стали приезжать только раз в год – повидаться с Олиными ро-
дителями. Потом и они в Петербург переехали, и мы перестали
посещать Сибирскую землю.

Мы с Олей стали свои результаты рассказывать на геомет-
рическом семинаре Юрия Бураго в Ленинграде. А семинар в
Новосибирске активно продолжал свою деятельность; с Сашей
Кузьминых и другими мы активно переписывались, обменива-
лись оттисками статей.

ffl

Рис. 13.4: 1990. Ю.Ф. Борисов и A.K. Гуц.

13.11. Осень 1985 года

Осенью 1985 года неожиданно в Новосибирск приехали
А.В.Левичев (из Куйбышева), А.Гуц (из Омска), И.Мазма-
ниди (из Узбекистана), и семинар возобновил на два месяца
активную работу. Но это были скорее заседания в память о
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семинаре «Хроногеометрия» 70-х годов.
А.Д. в это время был поглощен написанием школьных

учебников по геометрии. Его ученики помогали ему: прочи-
тывали рукопись, делали замечания, вписывали в отпечатан-
ные на пишущей машинке страницы формулы, делали рисун-
ки. Везде в кабинетах сотрудников отдела, руководимого А.Д.,
лежали листы бумаги, исписанные рукой А.Д. Эти листы, ви-
димо, оказались впоследствии в мусорной корзине. Никто не
взял их себе на память или как будущие ценные автографы.
Мы редко задумываемся о бренности жизни. Поэтому рукопи-
си пропадают, исчезают, тлеют и, наконец, просто сгорают на
мусорных свалках.

ffl

Рис. 13.5: 1985. С.Н. Астраков, A.В. Левичев, Ю.Ф. Борисов, A.Д. Алек-
сандров, В. Проставилин, ?, A.В. Шайденко, A.В. Кузьминых, A.K. Гуц,
И. Мазманиди (слева направо).
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13.12. После 1985 года

В 1986 году А.Д.Алексан-ffl

Н.Л. Шаламова. 1997 г.

дров получил от советских вла-
стей разрешение на возвраще-
ние в Ленинград. Развитие ис-
следований по хроногеометрии
в Новосибирске приостанови-
лось. Появлялись лишь отдель-
ные работы А.В.Левичева и его
студентов. При этом интере-
сы А.В.Левичева с соавтора-
ми относились к изучению при-
чинной структуры лоренцевых
многообразий.

В конце 1980-х А.К.Гуцем
и А.В.Левичевым в Институте

математики СО АН СССР им. С.Л.Соболева были защищены
докторские диссертации, относящиеся целиком к хроногеомет-
рии.

В Омске активно стала изучать порядки в аффинном про-
странстве Нина Леонидовна Шаламова. Работы Н.Л.Шаламо-
вой были полностью посвящены созданию причинной теории
пространства-времени Минковского. В 1992 году Н.Л.Шала-
мова защитила в Новосибирске в Институте математики СО
РАН кандидатскую диссертацию.

Отдельные результаты были получены А.К.Гуцем совмест-
но с его студентками Н.Р.Абдрахимовой и Е.В.Ермаковой
[1, 2, 3, 104, 109].

В 1996 году был написан и опубликован в Германии на ан-
глийском языке обзор результатов [115], полученных в период
с 1982 по 1996 г., дополняющий обзор 1982 года [86].

К концу XX века российские «хроники» прекратили иссле-
дования, относящиеся к хроногеометрии. В определенной ме-
ре это было связано с тем, что А.В.Левичев, А.В.Кузьминых
и А.В.Шайденко уехали в 1990-е годы из Новосибирска в да-
лекие зарубежные страны.
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13.13. С.Н. Астраков: воспоминания
Участвовать в работе семинара я 3 стал с 1976 года, когда
решил пойти специализироваться на кафедру геометрии и то-
пологии. С нашего курса как-то ударно «двинули» в хроногео-
метрию сразу три человека: я, Оля Кошелева и Саша Левы-
кин, которого подви́г туда А.К.Гуц, ведший у него семинар-
ские занятия по аналитической геометрии.

Название семинару при- ffl

C.Н. Астраков. 2000-е годы.

думал, скорее всего, А.Д.
Александров. Всем оно нрави-
лось. Было в этом что-то от
древних греков и от Евкли-
да. Постоянными и наиболее
активными участниками се-
минара были Ю.Ф.Борисов,
А.В.Кузьминых, А.Шайденко,
В.К.Ионин, А.П.Копылов,
Д.А.Троценко и В.Крейнович.

Кошелева и Крейнович вы-
полняли на пару обязанности
секретаря семинара (объявле-
ния и другая организационная
работа), пока не уехали в Ле-
нинград. Потом этим занимался я; уже после поступления в
аспирантуру.

Об атмосфере на семинаре. Заседания семинара всегда
проходили как-то необычно. Существовало какое-то «притя-
жение», вроде того, что существует у театралов, идущих на
спектакль. Докладчик («свой» или приезжий) волновался и
суетился в районе доски, а основные действующие лица во гла-
ве с А.Д. появлялись к началу заседания и раскланивались.
Если был кто-то «новенький» или «новенькая» (часто загля-
дывали на семинар слушатели ФПК), то А.Д. подсаживался и
спрашивал: «Вы кто?» После этого вопроса пришедший чув-
ствовал себя как дома.

3Автор признателен С.Н.Астракову, приславшему свои воспоминания
о семинаре.
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Обычно А.Д. сидел за последней партой, прикрыв глаза.
Новичкам семинара казалось, что руководитель задремал. Но
стоило докладчику «уйти в сторону» или начать «пускать
пыль в глаза», т.е. приукрашивать простые вещи, как в него
летела острая реплика.

ffl

Рис. 13.6: A.Д. Александров. 1977.

Всё было просто и естественно. После окончания докла-
да шло небольшое обсуждение. Если были «слабые места», то
А.В.Кузьминых безжалостно «сажал» докладчика на «одно
место» своими жёсткими вопросами. Его полезную роль «на-
учного цензора» семинара трудно переоценить. Это держало
семинар на высоком качественном уровне.

В конце семинара (после небольшой паузы) шла неофи-
циальная часть. Что-то обсуждалось, вспоминали поучитель-
ные истории и т.д. Это, по-видимому, и формировало «научно-
моральный» характер учеников александровской школы.
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Тематика и доклады. На семинаре выступали «свои» и
приезжие. Иногда А.Д. говорил: «В следующий раз буду рас-
сказывать я про ...». Примерно один-два раза в год активные
участники семинара выступали со своими результатами. Па-
ру раз приезжал Р.И.Пименов из Сыктывкара с докладами
по хроногеометрии. Несколько раз были А.К.Гуц из Омска и
А.В.Левичев из Самары-Куйбышева, которые «двигали впе-
ред» теорию пространства-времени вдали от Академгородка.

На семинаре не просто делались доклады. Там ставились
проблемы, зарождались идеи и получали новые результа-
ты в области исследования причинных свойств пространства-
времени, характеризации отображений аффинных и метриче-
ских пространств, по аксиоматизации различных объектов и
пр.

Временами на А.Д. «наезжали» ферматисты4 со своими
рукописями. После чего на семинаре назначался очередной
цензор для поиска ошибки.

Вспомнился один эпизод, который произошел три года на-
зад. Некий профессор В.Фенелонов, работающий в Институте
катализа СО РАН, имел трудности при изучении различным
молекулярных структур. Его друзья-химики (как он потом
рассказал мне при случайном знакомстве) советовали ему ис-
кать учеников А.Д.Александрова. «Другие тебе не помогут»,
– говорили они.

Из забавного. После семинара общение участников заседа-
ния продолжалось. Народ разговаривал с А.Д. и между собой.
Кто-то просто наблюдал со стороны за происходящим. Аспи-
ранты договаривались о встрече с руководителями. А.Д. гово-
рил, чтобы звонили ему долго и настойчиво, так как ему дале-
ко идти к телефону. Постепенно участники семинара выходи-
ли из аудитории, и их процессия «стекала» с третьего этажа

4Ферматист – человек, как правило, не имевший математического об-
разования и пытавшийся найти решение проблемы Ферма. Всегда в их
решениях профессиональный математик находил ошибку. Чтение таких
работ было безрадостным занятием и рассматривалось как тяжелая по-
винность. Этой повинностью в советское время математики были наде-
лены по решению партийных органов.
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главного корпуса НГУ на первый. А.Д. давал последние ука-
зания, вызывал СОАНовскую «Волгу», дожидался ее минут
десять, делал всем ручкой и уезжал.

Иногда по какому-либо поводу все направлялись домой к
А.Д., в его коттедж на Золотодолинской, 69 – отмечать «со-
бытие». Это был семинар в движении. Забавным было то, что
все шли-шли, а потом вдруг останавливались, потому что оста-
навливался А.Д. Некоторое время дискуссия продолжалась на
месте. Затем А.Д. делал шаг, и все снова начинали движение.
Рядом с А.Д. неизменно находился профессор Ю.Ф.Борисов.
В «походе» участвовало около десяти человек, и, видимо, со
стороны это смотрелось весело.

О главном. Поэту для вдохновения нужна муза, а ученому
(и опытному, и молодому) нужны люди, которые бы его вы-
слушали и помогли ему поверить в силу своего таланта. Се-
минар «Хроногеометрия» выполнял, в частности, именно эту
важную миссию.

С А.Д. разрешалось спорить и отстаивать собственное мне-
ние. Однажды я построил ему пример отображения, который
показался ему невозможным. Когда я его переубедил, он ис-
кренне меня похвалил. В другой раз я наблюдал, как он минут
десять спорил с Василием Проставилиным (студентом четвер-
того курса механико-математического факультета) по поводу
одной аксиомы (предназначенной для школьного учебника по
геометрии). Оба что-то эмоционально доказывали друг другу.
В какой-то момент А.Д. замолчал, а потом радостно признал
правоту оппонента. Позже, когда на семинаре обсуждали оцен-
ки за курсовые работы, А.Д. спросил: «Все ли знают, за что
Василию ставится пятерка?» И далее пояснил: «За то, что он
нашел у меня ошибку!»

В связи с этим я вспомнил одну из его любимых фраз:
«В науке не может быть авторитетов!» Это означало, что до-
казать что-либо можно только с помощью аргументов, а не
опираясь на свое высокое положение в науке.

И еще одна фраза: «Осознание своей глупости особенно
плодотворно повышает интеллект!» Эту «прививку» можно и
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нужно ставить всем и во все времена.

13.14. Зарубежные исследования
по хроногеометрии

Параллельно с исследованиями в области аксиоматической
теории относительности, проводимыми в СССР, аналогич-
ные исследования достаточно интенсивно и регулярно ве-
лись за границей. В этом параграфе упомянем лишь несколь-
ких ученых, имена которых были постоянно в сфере вни-
мания новосибирских хроногеометров. Это H.J.Borchers и
G.C.Hegerfeldt [257, 258, 275], W.Benz [241, 242, 243, 244,
245, 246, 247, 248, 249, 250, 251, 252, 253], Джун Лестер
[289, 290, 291, 292, 293, 294, 295, 296, 297, 298, 299, 300, 301,
302], D.B.Malament [303], J.W.Schutz [339, 340], E.M.Schröder
[337, 338], P.G.Vroegindewey [350, 351, 352].

Никаких прямых контактов со своими заграничными кол-
легами, за исключением P.G.Vroegindewey, новосибирцы не
устанавливали. Отсутствовала переписка, обмен оттисками
статей, а электронная почта и Интенет еще не существовали.

Отметим, что результаты, получаемые в Новосибирске, по
своей глубине и широте часто превосходили зарубежные, и по-
сле того, как однажды В.Я.Крейнович, кажется, в 1975 году
разослал ряду западных авторов оттиски статей на англий-
ском языке, принадлежащих новосибирцам, интенсивность
публикаций этих авторов и их окружения, как нам тогда пока-
залось, резко пошла на спад. Пожалуй, только канадка Джун
Лестер, которая нашла свою нишу в хроногеометрии, продол-
жала получать новые и с каждым разом все более интересные
результаты.



Глава 14

ФИЛОСОФИЯ
ХРОНОГЕОМЕТРИИ

Хроногеометрия – это математическая теория пространства-
времени. Впрочем, слово «математическая» является излиш-
ним – научная теория может быть только математической.

Основы современной теории пространства-времени зало-
жил Минковский. Для того чтобы теория стала действенной,
Минковский упростил её, придав ей характер чисто геомет-
рической теории. Пространство и время соединившись, пре-
вратились в единое четырёхмерное многообразие, оснащенное
псевдоевклидовой геометрией.

Главной сущностью этой теории стало понятие события.
Физики достаточно быстро и легко с этим согласились; сыгра-
ло свою роль то, что для физиков той поры «Начала» Евкли-
да были образцом научной строгости, а событие Минковский
представил как мировую точку, т.е. как аналог точки в гео-
метрии Евклида.

Пространство-время Минковского стало неотъемлемой ча-
стью специальной теории относительности, и это способство-
вало созданию Эйнштейном релятивистской теории гравита-
ции как теории четырёхмерного псевдориманова многообра-
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зия, геометрия которого есть гравитационное поле, удовлетво-
ряющее полевым уравнением. Эти уравнения были найдены
Гильбертом, вдохновленным работами Эйнштейна, и называ-
ются, думается, справедливо уравнениями Эйнштейна.

В этой книге было показано, как, опираясь на упрощенное
представление о событии, предложенное Минковским, стро-
ится аксиоматическая теория псевдоевклидова пространства-
времени. В заключении книги хотелось бы сказать о возмож-
ных направлениях развития хроногеометрической науки, а
точнее, хотелось бы в конце книги показать, сколь скудны
всё-таки наши знания о том, что мы называем событием, при-
чинностью и пространством-временем, и каковыми автору ви-
дятся если не пути, то ручейки, быть может, ведущие к более
полным и богатым знаниям по названным сущностям.

14.1. События

Мир событий M в терминологии Минковского состоит из ми-
ровых точек. Позже мировые точки стали называть события-
ми, и они превратились в сущности, подобные точкам в гео-
метрии. Так, решая задачу аксиоматизации специальной тео-
рии относительности, А.Д.Александров писал, что событие –
«точечное явление вроде мгновенной вспышки точечной лам-
пы или, пользуясь наглядными понятиями о пространстве и
времени, это явление, протяжением которого в пространстве
и во времени можно пренебречь. Словом, событие аналогично
точке в геометрии, и, подражая определению точки, данному
Евклидом, можно сказать, что событие – это явление, часть
которого есть ничто, оно есть «атомарное» явление (курсив
мой – АГ). Всякое явление, всякий процесс представляется как
некоторая связная совокупность событий» [22].

Но Минковский в мировую точку (событие), «чтобы не
оставлять зияющей пустоты», помещает некоторый объект
наблюдения, который он называет, избегая конкретизации
в форме материи или электричества, «субстанцией». Таким
образом, событие должно рассматриваться как нечто более
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сложное, чем набор из четырёх чисел (x, y, z, t).

«Чтобы нигде не оставлять зияющей пустоты, мы
представим себе, что в каждом месте и в каждый
момент времени имеется некоторый объект наблю-
дения. Чтобы не говорить о материи или электри-
честве, я буду пользоваться словом «субстанция»
для обозначения этого объекта» (Минковский, [185,
c.168]).

Если обозначить событие через x, а возможное наблюдение
через `A, то объект наблюдения (осознания), помещенный в x,
– это морфизм

x : `A −→M (14.1)

Наблюдение `A не обязано быть единственно возможным –
наблюдений может быть множество. Более того, совокупность
различных наблюдений мы рассмативаем как набор объектов
некоторой категории L. Следовательно, понимание Минков-
ским событий (мировой точки) как вместилища объекта на-
блюдения получает вполне адекватную формализацию в тео-
рии топосов.

Заметим, что событие, мировая точка Минковского, вме-
стилище объекта наблюдения, заполненное субстанцией, – это
атомарный факт Витгенштейна [65]:

2.01. Атомарный факт есть соединение объектов
(вещей, предметов).
2.01231. Чтобы знать объект, я должен знать не
внешние, а все его внутренние качества.
2.0124. Если даны все объекты, то этим самым даны
также и все возможные атомарные факты.
2.014. Объекты содержат возможность всех поло-
жений вещей.
2.02. Объект прост.
2.021. Объекты образуют субстанцию мира. Поэто-
му они не могут быть составными.
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2.0232. Между прочим: объекты бесцветны.

2.0251. Пространство, время и цвет (цветность) есть
формы объектов.

2.027. Постоянное, существующее и объект - одно и
то же.

2.0271. Объект есть постоянное, существующее;
конфигурация есть изменяющееся, неустойчивое.

2.0272. Конфигурация объектов образует атомар-
ный факт.

2.03. В атомарном факте объекты связаны друг с
другом подобно звеньям цепи.

2.031. В атомарном факте объекты сочетаются
определенным образом.

2.032. Тот способ, каким связываются объекты в
атомарном факте, есть структура атомарного фак-
та.

2.04. Совокупность всех существующих атомарных
фактов есть мир.

Откуда возьмётся в теории субстанция-объект, о которой
говорит Минковский? Чтобы ответить на этот вопрос, посмот-
рим на пространство-время Минковского не как на теоретико-
множественный объект IR4, а как на теоретико-топосный объ-
ект

R4 = `C∞(IR4) ∈ SetsL
op

,

являющийся уже не простым набором точек, но набором глад-
ких функций. О таком подходе мы говорили в § 11.1 (подроб-
ности в [124]).

Формальное пространство-время R4, как и его классиче-
ский аналог, статично, т.е. вневременно, не содержит времени.

Событие A в таком пространстве-времени есть «мировая
точка» A = (x0, x1, x2, x3) ∈ R4, задаваемая в координатах
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соотношениями: 



x0 = ct,
x1 = lx
x2 = ly
x3 = lz,

(14.2)

где константа l введена нами на основе простой (но отнюдь не
наивной1) мысли о необходимости симметричной записи собы-
тия A временной координаты x0 и пространственных коорди-
нат xα (α = 1, 2, 3).

Предположим, что константы c, l складываются из «клас-
сического значения» c0 и l0 соответственно и бесконечно ма-
лых слагаемых, т.е.

c = c0 + d, l = l0 + δ,

где c0 = 3 · 1010 см/сек и l0 = 10−33 см. Тогда при интерпре-
тации в гладком топосе SetsL

op

бесконечно малые слагаемые
d1 ∈ D в стадии `A = `C∞(IRm)/I представляются гладкими
функциями d(a1, ..., am), δ(a1, ..., am), где ai ∈ IR.

Следовательно,




x0 = [c0 + d(a1, ..., am)]t,
x1 = [l0 + δ(a1, ..., am)]x
x2 = [l0 + δ(a1, ..., am)]y
x3 = [l0 + δ(a1, ..., am)]z.

(14.3)

При изменении параметров «наблюдения» a1, ..., am

субстанции-объекта, описываемого как (вне(шне))физическое
поле c компонентами d(a1, ..., am), δ(a1, ..., am), событие A раз-
мазывается по пространству-времени, теряет свой точечный
характер. Это означает начало движения объекта A, начало
течения времени.

Научный подход к описанию субстанции требует предъ-
явления уравнений, которым должны удовлетворять поля
d(a1, ..., am), δ(a1, ..., am). По своему смыслу это уравнения как

1Константу l в физике называют фундаментальной константой длины
или константой Планка.
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для физических костант c и l, так и способа наблюдения объ-
ектов, помещаемых в Мир событий, лишенный времени. Сле-
довательно, в равной мере это уравнения для времени. Такие
уравнения действительно могут быть предъявлены. Как это
делается, показано в [124, 125] (см. также Приложение).

14.2. Взаимодействие событий

А.Д.Александров пишет: «Пространство-время и есть мно-
жество всех мировых точек. Однако при таком определении
пространство-время еще не обладает никакой структурой –
оно просто совокупность событий, в которых удерживается
лишь один факт их существования как разных событий, в
отвлечении от всех прочих свойств и без всяких пока отно-
шений между ними. Можно ввести понятие о непрерывно-
сти ряда событий, заимствуя его из наглядного представле-
ния или давая ему какое-либо подходящее определение. Тогда
пространство-время окажется просто четырёхмерным много-
образием в смысле топологии. Мы не останавливаемся на этом
и определяем структуру и саму непрерывность пространства-
времени, исходя из самого общего и основного отношения со-
бытий, какое имеется в мире. Мы имеем в виду движение ма-
терии.

Каждое событие так или иначе воздействует на некоторые
другие события и само подвержено воздействиям других со-
бытий. Физическая природа воздействия может быть весьма
разнообразной; мы можем представлять его как распростра-
нение света, вылет частицы и т.п. Понятно, что оно не обязано
быть непосредственным, а может идти через ряд агентов. Са-
мо движение малого тела представляет собой ряд событий,
в котором предыдущие события воздействуют на последую-
щие. В понятиях физики воздействие можно определить как
передачу импульса и энергии. Эти понятия представляются
тогда первоначальными, что отвечает существу дела, так как
импульс и энергия есть основные физические характеристи-
ки движения и воздействия. Но, отвлекаясь в самих событиях
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от их конкретных свойств, мы отвлекаемся и в понятии воз-
действия от его конкретных свойств, кроме того, что оно есть
отношение между событиями, обладающее свойствами пред-
шествования (антисимметричностью и транзитивностью). Ес-
ли мыслить аксиоматическое построение теории пространства-
времени, то понятия события – мировой точки и воздействия –
предшествования берутся как исходные и неподлежащие опре-
делению. Те события, которые подвергаются воздействию дан-
ного события a, образуют «область Pa воздействия события a».
Такие области определяют во множестве всех событий неко-
торую структуру. Она равносильна, конечно, той структуре,
которая определяется самими отношениями воздействия. Эта
структура и есть пространственно-временная структура ми-
ра».

Обратим внимание в этой цитате на слова «Каждое собы-
тие так или иначе воздействует на некоторые другие события».
Эта фраза противоречива, если мыслить пространство-время
как абсолютный мир событий. В мире Минковского нет дви-
жения, нет взаимодействия.

«Картина мира, которую задает геометрия Мин-
ковского, – это картина «застывшего», неподвиж-
ного мира, в котором ничего не происходит, на-
стоящее, прошлое и будущее существуют на рав-
ных правах и, по сути, даже не отделимы одно-
значно друг от друга. Отсутствует также одно-
значно заданное направление течения времени. То
есть, это, по сути, вневременной (в обычном смыс-
ле этого слова) мир, мир «пребывающий в Вечно-
сти.2» (Е.М. Иванов, [130]).

2И далее [130]: «Использование здесь термина «Вечность» (Эон) пред-
ставляется вполне корректным и отражает суть дела. Действительно,
Платон называл время «подвижным образом Вечности» и подчеркивал
отсутствие в Вечности прошлого и будущего. Фома Аквинский опре-
делял Вечность как «остановившееся ныне», т.е. как «замершее», бес-
конечно «растянутое» настоящее. Отсюда следует, что Вечность – это
неподвижный прообраз времени, то есть - та квазивременная протяжен-
ность, «вдоль» которой «течёт» чувственное время (причем, для каждого
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Таким образом, если в целях построения аксиоматической
теории относительности понятие «воздействия» одного собы-
тия на другое формализуется с помощью понятия порядка,
и это позволяет определить псевдоевклидову структуру Ми-
ра событий и вычислить группу Лоренца в частности, то для
вскрытия физической природы понятия «воздействие» необхо-
димо опуститься до уровня выяснения материального носите-
ля, посредством которого осуществляется воздействие одних
событий на другие. Иными словами, следует выяснить, как
в теории пространства-времени формализуется материально-
физическая природа взаимодействия событий.

Если два события A и B взаимосвязаны, то эта связь ма-
териально должна реализоваться через промежуточные ми-
ровые точки-события – должна рассматриваться мировая ли-
ния, соединяющая A и B и наполненная некоторой субстан-
цией. Отходя от точечного (атомарного) характера собы-
тий, мы должны рассмотреть явления A и B, соединенные
пространственно-временной областью X. Наполненность A, B
и X субстанцией с точки зрения общей теории относительно-
сти означает рассмотрение вместо псевдоевклидовой геомет-
рии псевдоримановой. Иначе говоря, наполнение субстанцией
– это наличие кривизны в пространственно-временных обла-
стях, которые обозначаются как явления A, B и X.

Однако наша человеческая практика говорит нам о том,
что динамично развивающиеся явления не могут быть одно-
значно, без непредсказуемых отличий, без непредсказуемых
отклонений от «нормы», без непредсказуемых «неточностей»
описаны в случае их повторных появлений или предъявлений.
Повторяемость явлений, в отличие от явлений единичных,–
это то, что должно считаться главным и характерным для че-
ловеческой реальной жизни3. Непредсказуемые отличия, от-

наблюдателя течет особым образом). Пространство-время Минковского,
как нам представляется, это и есть физическое осуществление такого по-
нятия «Вечности».

3Единичные явления – это или чудеса, или глобальные катастрофы,
прекращающие существование человечества. И то и другое не являются
объектами, которые лежат в поле зрения науки.
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клонения, неточности (повторяемых) явлений в науке харак-
теризуется с помощью понятия вероятности явления.

Вероятность явления X – это наличие множества различ-
ных вариантов искривлений в пространственно-временной об-
ласти X. Но с точки зрения теории абсолютного пространства-
времени искривленная область X существует только в одном
варианте.

Куда деваются остальные варианты? Общепринятым явля-
ется представление, заключающееся в том, что в ходе развития
причины A в следствие B при наличии множества возможных
состояний реализуется только одно. Более точно, обычно го-
ворят, что в ходе развития причины A в следствие B в каж-
дый момент времени при наличии множества возможных
состояний, которые могут быть в следующий момент вре-
мени, реализуется только одно.

Такой прием убивания альтернативных вариантов искрив-
ления области X основывается на классическом представле-
нии о пространстве и времени – время порождает изменения
в пространстве. Естественно, что категория случайности при-
менительно к превращению A в B получает при этом свою
фундаментальную классическую трактовку, приведенную вы-
ше.

Но исходным является понятие пространства-времени. По-
этому мы не можем убивать варианты искривления области
X тем способом, к которому нас приучили люди, так и не вос-
принявшие или не понявшие основной мысли Минковского.

Мы должны признать существование всех различных ва-
риантов искривления области X. Иначе мы бы не наблюда-
ли в своей жизни того, что мы называем возможностью вме-
шательства случая или проявления свободы воли. Но всё это
означает существование множества вариантов пространства-
времени, каждый из которых содержит конкретный способ
искривления области X (см. рис. 14.1). Каждый вариант
пространства-времени – это вариант бытия; набор всех вари-
антов пространства-времени есть вероятностное пространство
элементарных исходов бытия.
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Сознание, которое попадает в тиски предопределенности в
каждом конкретном варианте пространства-времени, получа-
ет возможность выбирать тот или иной вариант бытия (вари-
ант пространства-времени).

ffl

Рис. 14.1: Взаимодействие (неатомарных) событий A и B в плоском
Мире Минковского означает наличие материи, соединяющей 4-мерные
области A и B в пространстве-времени. Материя – это искривление
пространства-времени, изображенное на рисунке в виде горных хребтов
Xi, идущих от «горы» A к «горе» B. В действительности мы можем пред-
ставить себе множество вариантов таких хребтов Xi, Xj , Xk, ..., включа-
ющих «вершины» A и B – пространство-время существует в разных ва-
риантах – Мир многовариантен.

14.3. Причинный порядок
и временно́й порядок

Сознание [67, c.34]:
1) созидает миры (пространства-времена);
2) наблюдает, воспринимает эти миры.
В первом случае созданный мир – это совокупность со-

бытий, которые взаимодействуют, т.е. это мир, наполненный
субстанцией. Последнее проявляется в форме искривления
пространства-времени. Получаются миры, кривизна которых
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определяет присущий им причинный порядок. «Созидание ми-
ра» – это неизбежное их ветвление, т.е. созидается сразу мно-
жество параллельных миров [126].

В квантовой механике существование множества вариантов
параллельных и одинаково реальных миров обнаружил Хью
Эверетт [265].

Во втором случае мир наблюдается (воспринимается), т.е.
имеет место морфизм вида

x : `A −→M. (14.4)

Это означает наличие процедуры просмотра событий, принад-
лежащих миру, т.е. наличие временного порядка. Восприятие
мира также ведет к наличию многовариантности [124].

14.4. «Божественное» понимание
Мира событий

Теория абсолютного Мира событий, предложенная Минков-
ским и развитая в работах Дж.Синга и А.Д.Александрова,
есть то, что можно назвать попыткой «божественного пони-
мания Мира». Для того чтобы разъяснить сказанное, «приве-
ду4 довольно длинную цитату из книги П.Рикёра «Время и
рассказ»:

«В соответствии с теоретическим способом, объек-
ты «понимаются» в качестве случая или примера
общей теории: идеальный тип здесь представлен си-
стемой Лапласа. В соответствии с категориальным
способом, понять объект – значит определить, к ка-
кому типу объектов он относится, какая система по-
нятий a priori придает форму опыту, который без
неё оставался бы хаотичным. Именно это понима-
ние имел в виду Платон, именно к нему стреми-
лись наиболее систематические философы. Конфи-

4Цит. по [136].
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гурирующему способу свойственно помещать эле-
менты в единый и конкретный комплекс отноше-
ний. Этот тип понимания характерен для деятель-
ности повествования. Но у этих трёх способов име-
ется общая цель... Понимание в широком смыс-
ле определяется как «постижение вместе в одном-
единственном мыслительном акте вещей, которые
не даны или даже не могут быть даны в опыте сов-
местно, ибо они разделены во времени, в простран-
стве или с логической точки зрения». Идеалом вся-
кого понимания, даже если эта цель нам недоступ-
на, заявил Минк, является постижение мира как
целостности. Иначе говоря, эта цель недостижи-
ма, поскольку такое понимание было бы божествен-
ным, но она осмысленна, ибо человек намерен за-
нять место Бога. Это неожиданное вторжение теле-
ологической темы отнюдь не второстепенно. Такая
предельная цель, предполагаемая тремя способами
понимания, обусловлена переносом в эпистемоло-
гию определения, данного Боэцием: «Знание, кото-
рым Бог обладает о мире как totum simul (всё сразу,
одновременно), где последовательные моменты все-
го времени со-присутствуют в единой перцепции,
создающей из этих последовательных моментов об-
щую картину событий...

В акте конфигурирующего понимания «действие
и событие, хотя и представленные как происходя-
щие в сфере времени, могут быть усмотрены, ес-
ли так можно сказать, одним взглядом как свя-
занные вместе в сфере значения: это приближение
к totum simul, которое мы всегда можем осуще-
ствить лишь частично». Возникает вопрос, не ведёт
ли эта предполагаемая высшая ступень конфигу-
рирующего понимания скорее к его упразднению.
Чтобы избежать этого пагубного для нарратив-
ной теории вывода, не следует ли приписать идее
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totum simul обратную функцию: а именно функ-
цию чёткого ограничения стремлений понимания
упразднить последовательный характер времени.
Тotum simul следовало бы поэтому признать Иде-
ей в кантианском смысле: скорее идеей-границей,
нежели целью или руководством» (стр.184-186)».

14.5. Причинность
Не думаю, что Конструктор, предложив нам абсолютный Мир
событий, строил его, подобно людям, поэтапно, во времени,
шаг за шагом.

Конструктору присуще «божественное» понимание Ми-
ра. Следовательно, он дал Мир сразу, целиком, т.е. как че-
тырёхмерное пространство-время.

Но в таком случае, то, что мы называем причинно-
стью, – это наличие повторов в четырёхмерном распреде-
лении субстанции-объектов, лежащих в Мире событий Мин-
ковского5. Человек в акте наблюдения (осознания) выявля-
ет эти повторы и декларирует как объективно существующие
причинно-следственные связи.

Вряд ли у Конструктора имеется один вариант Мира. И
он не созидал их один за другим. Следовательно, существу-
ют сразу все варианты Мира. Сознанию (типу сознания) дана
возможность их наблюдать. Думается, набор типов сознаний и
есть Конструктор. В таком случае, топос SetsL

op

– это модель
Конструктора.

5Чтобы быть более точным, следовало бы говорить об искривленном
Мире событий, т.е. иметь дело не со специальной, а с общей теорией от-
носительности.



Заключение

Исследования в области оснований специальной теории отно-
сительности и оснований геометрии были главными в деятель-
ности семинара «Хроногеометрия», который действовал в Но-
восибирском государственном университете с 1971 по 1986 го-
ды.

Было получено большое количество нетривиальных науч-
ных результатов, имеющих серьёзное значение для оснований
теории пространства-времени.

И хотя теория относительности как бы витала над участни-
ками семинара, но далеко ни каждый замечал её тень. Более
того, в первые годы деятельности семинара не было докладов,
в которых излагалась бы та или иная система аксиом, опи-
сывающая геометрию пространства специальной теории от-
носительности, т.е. геометрию псевдоевклидова пространства.
Предполагалось, что это можно сделать, а сейчас следует скон-
центрировать внимание на получении сугубо математических
результатов по описанию отображений, сохраняющих некото-
рые семейства множеств. Когда же придёт время построения
аксиоматической теории, то в основу достаточно будет поло-
жить идеи, изложенные в работах А.Д.Александрова [15, 22].
При этом участники семинара как-то негласно считали, что
полное изложение их достижений будет сделано в виде мо-
нографии, автором которой, естественно, будет руководитель
семинара.

Но время шло, интересы А.Д.Александрова переместились
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в область написания школьных учебников по геометрии, а кни-
га по хроногеометрии всё не появлялась. В какой-то мере за-
дачу ознакомления математиков, физиков и философов с до-
стижениями новосибирских хроногеометров выполнили обзо-
ры [86] и [115], первый их которых появился на свет при содей-
ствии А.Д.Александрова и Николая Владимировича Ефимова.

При всех недостатках этих обзоров они показывают как ре-
зультаты, полученные участниками семинара «Хроногеомет-
рия», могут быть представлены в виде ряда аксиоматических
теорий пространства-времени теории относительности.

В 1997 году А.Д.Александров попросил автора данного
текста написать «Хроногеометрию». Данное тогда обещание
наконец-то выполнено 6.

Сегодня можно сказать, что программа А.Д.Александрова
по построению причинной теории пространства-времени сыг-
рала роль идеалистической цели, во имя которой трудились
самые различные математики. В итоге, как всегда, реальные
достижения оказались более скромными, чем мечталось. Ду-
мается, причина этого в том, что структура окружающего нас
мира более сложная, чем использованный хроногеометрами
математический аппарат, созданный на сегодня людьми. Так,
например, неудачи при построении причинной теории искрив-
ленного пространства-времени отчасти объяснились открыти-
ем экзотических гладких структур [197]. Но, видимо, на пути
хроногеометрической программы, как камень, легла ограни-
ченность теории множеств – основного инструмента и способа
мышления математиков двадцатого века [106].

Так или иначе, но история семинара «Хроногеометрия» –
это яркий пример деятельности научной организации, создан-
ной одним человеком, имеющей четко сформулированную и
философски обоснованную программу исследований, предмет
которых более чем грандиозный – структура пространства и
времени.

6Книга имеет массу недостатков. Но на их исправление у автора уже
нет времени, нет и того таланта, которым был наделён Александр Дани-
лович.
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Математические структуры
и моделирование. 2006. Вып.16.
c.51-55.

Уравнения для физических полей
и времени в мультиверсе

А.К. Гуц

Для теоретико-топосной теории мультиверса, т.е. в теории
параллельных миров, в которой фундаментальные физиче-
ские константы являются суммой постоянного вещественно-
го числа и бесконечно малого числа, находятся уравнения
физических полей: электромагнитного и гравитационного.

В монографии [A1] была предложена формальная теория муль-
тверса T , т.е теория параллельных миров, основанная на инфини-
тозимальном анализе Кока-Ловера [A2]. Переход от классического
дифференциального и интегрального исчисления к анализу Кока-
Ловера означает переход от классической двузначной логики к ин-
туиционистской логике. Теория множеств не может уже служить
способом моделирования объектов такой теории, и приходится ис-
пользовать теорию топосов [A3].

В исчислении Кока-Ловера «множество вещественных чисел»
является коммутативным кольцом R, содержащим «подмножество»
инфинитозималов D ⊂ R, состоящее из элементов d ∈ R таких, что
d2 = 0.

При интерпретации i теории T в гладкой теоретико-топосной
модели M – топосе SetsL

op

объекты `A = `C∞(IRm)/I которого яв-
ляются конечно порожденными C∞-кольцами вида C∞(IRm)/I, где
I идеал вида (f1, f2, ..., fk)7, вещественные числа r представляют-

7Через (f1, ..., fk) обозначается идеал кольца C∞(IRn), порожден-
ный функциями f1, ..., fk ∈ C∞(IRn), т.е. имеющий вид

∑k
i=1 gifi, где

g1, ..., gk ∈ C∞(IRn) – произвольные гладкие функции.
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ся гладкими функциями f(a) действительной переменной a ∈ IRm,
а инфинитозималы d ∈ D классом гладких функций d(a)(mod I)
действительной переменной a ∈ IRm таким, что d2(a) ∈ I [A4].

Важно отметить, что при интерпретации i отношения r ∈ R,
d ∈ D и другие размножаются, т.е. появляются в разных многочис-
ленных вариантах в зависимости от выбора объекта `A. Это след-
ствие неклассичной логики, используемой в теории T . «Размноже-
ние» отношенией r ∈ R, d ∈ D в интерпретации M записываем в
виде

i(r) ∈`A i(R), i(d ∈`A i(D),

где
i(R) = C∞(IR), i(D) = C∞(IR)/(x2).

Размножение, как показало подробное исследование [A1], происхо-
дит за счет того, что фундаментальные физические константы не
являются в действительности тем, что называется вещественным
числом, т.е. неизменяемым объектом. Экспериментально это про-
является в том, что физические константы никогда не могут быть
точно измеренными: всегда присутствует то, что физики называют
погрешностью измерения.

Физическая константа – это функция, измеряемое значение ко-
торой соответствует конкретной физической вселенной, конкретно-
му миру. Варьирование физической константы – это варьирование,
перебор миров. Согласно антропному принципу, впервые сформу-
лированному Г.М.Идлисом, тот или иной набор значений физиче-
ских констант, реализующийся в некоторой вселенной, соответству-
ет форме сознания/осознания, наблюдающему данную вселенную,
данный мир. Форма осознания есть не что иное, как форма времени.
Следовательно, варьирование физических констант – это варьиро-
вание, перебор типов времен, типов восприятия, осознания миров.

15.1. Уравнения Максвелла
Рассматриваем лагранжиан для электромагнитного поля в плоском
пространстве-времени Минковского [A5,c.103]

Sem = − 1

16πc

∫

IR4

FikF ikdx− 1

c2

∫

IR4

Aij
idx. (15.1)
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Начнем варьирование физических констант. В случае кольца R
примем, что скорость света, например, есть сумма константы
c0 ∈ IR (классичеcкая физическая константа – скорость света
3 · 1010cm/sec) и инфинитозимала d ∈ D, т.е.

c = c0 + d.

Надо уточнить, что понимается под «числами» 1/c и 1/c2. Примем,
что

1

c
=

1

c0

(
1− d

c0

)
,

1

c2
=

1

c2
0

(
1− 2d

c0

)
.

Очевидно, что с учетом d2 = 0 получаются нужные соотноше-
ния:

c · 1

c
= 1 и c2 · 1

c2
= 1.

Лагранжиан (15.1) в стадии `A = `C∞(IRm|/I берем, следователь-
но, в виде

Sem =

∫

IRm

da


− 1

16πc0

(
1− d(a)

c0

) ∫

IR4

FikF ikdx−

− 1

c2
0

(
1− 2d(a)

c0

) ∫

IR4

Aij
idx


 (mod I). (15.2)

Здесь инфинитозимал d ∈ S представляется функцией d(a) такой,
что d2(a) ∈ I.

С целью получения полевых уравнений варьируем функционал
(15.2) по Ai и по d(a). Соответственно получаем

∂F ik

∂xk
= −4π

c0

(
1− d(a)

c0

)
ji (mod I) (15.3)

– аналог уравнений Максвелла и

1

16πc2
0

∫

IR4

FikF ikdx +
2

c3
0

∫

IR4

Aij
idx = 0 (mod I) (15.4)
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– дополнительное уравнение времени в мультиверсе.

15.2. Уравнение для гравитационного
поля в пустом пространстве

Рассматриваем лагранжиан для гравитационного поля в пустом
пространстве для теории T

Sg = − c3

16πG

∫

IR4

R
√−gdx. (15.5)

Имеем для d, d1 ∈ D

c3 = (c0 + d)3 = c3
0 + 3c2

0d,
1

G
=

1

G0

(
1− d1

G0

)

и
c3

G
=

c3
0

G0
− c3

0

G2
0

d1 +
3c2

0

G0
d− 3c2

0

G2
0

dd1.

Тогда, варьируя лагранжиан

Sg = − 1

16π

∫

IRm

da

[
c3
0

G0
− c3

0

G2
0

d1+

+
3c2

0

G0
d− 3c2

0

G2
0

dd1

] ∫

IR4

R
√−gdx (15.6)

по gik, d1 и d, получаем соответственно:
[
1− d1

G0
+

3d

c0
− 3

c0G0
dd1

]
Rik = 0 (mod I) (15.7)

– уравнения гравитационного поля в пустом пространстве и

(c0 + 3d)

∫

IR4

R
√−gdx = 0 (mod I), (15.8)

(G0 − d1)

∫

IR4

R
√−gdx = 0 (mod I) (15.9)

– дополнительные уравнения времени в мультиверсе.
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Заметим, что классические решения Эйнштейна для пустого
пространства удовлетворяют уравнениям (15.7)-(15.9).

Заметим, что в случае, когда dd1 ∈ I, вместо (15.7)-(15.8) имеем:
[
1− d1

G0
+

3d

c0

]
Rik = 0 (mod I), (15.10)

∫

IR4

R
√−gdx = 0 (mod I). (15.11)

В любом случае классические решения Rik = 0 с постоянными
константами c, G (т.е. d(a) = d1(a) = 0) удовлетворяют уравнениям
поля (15.7)-(15.9) или (15.10), (15.11).

15.3. Уравнение для гравитационного
поля

Рассматриваем лагранжиан для гравитационного поля в простран-
стве, заполненном материей:

Sgm = − c3

16πG

∫

IR4

R
√−gdx +

1

c

∫

IR4

Λ
√−gdx. (15.12)

Тогда варьируя лагранжиан для теории T

Sgm = − 1

16π

∫

IRm

da





[
c3
0

G0
− c3

0

G2
0

d1 +
3c2

0

G0
d− 3c2

0

G2
0

dd1

] ∫

IR4

R
√−gdx+

+
1

c0

(
1− d

c0

) ∫

IR4

Λ
√−gdx



 (15.13)

по gik, d и d1, получаем
[
1− d1

G0
+

3d

c0
− 3

c0G0
dd1

] (
Rik − 1

2
gikR

)
=

=
8πG0

c4
0

(
1− d

c0

)
Tik (mod I) (15.14)
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– уравнения гравитационного поля и

(c0 + 3d)

∫

IR4

R
√−gdx = 0 (mod I), (15.15)

3c2
0

G2
0

(G0 − d1)

∫

IR4

R
√−gdx =

1

c2
0

∫

IR4

Λ
√−gdx (mod I) (15.16)

– дополнительные уравнения времени в мультиверсе.

Заметим, что в случае, когда dd1 ∈ I, вместо (15.17)-(15.19)
имеем:

[
1− d1

G0
+

3d

c0

] (
Rik − 1

2
gikR

)
=

=
8πG0

c4
0

(
1− d

c0

)
Tik (mod I), (15.17)

∫

IR4

R
√−gdx = 0 (mod I), (15.18)

3c2
0

G0

∫

IR4

R
√−gdx =

1

c2
0

∫

IR4

Λ
√−gdx (mod I). (15.19)
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