
� ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥±²°³ª²³°» ¨ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¥1998. �»¯. 2, ±.30-33. ��� 513.011��������� �������������������-���.�. �³¶In this note an answer is given to the following question: In what case isthe universal covering space of a metric space M with metric � isometricto the Euclidean space, the Lobachevsky space, or the sphere, when M isassumed to permit rotation in Busemann's sense on some open ball neighbor-hood B(x; �x); �x > 0, of each of its points (i.e., for any points a; a0; b; b0 inB(x; �x) such that �(xa) = �(xa0); �(xb) = �(xb0), and �(ab) = �(a0b0), thereexists an isometry of the ball B(x; �x) onto itself, keeping x �xed and sendinga to a0 and b to b0?� ±±¬®²°¨¬ ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ±²¢® M ± ¬¥²°¨ª®© �, ¤®¯³±ª ¾¹¥¥ ¢ ¥-ª®²®°®© ®²ª°»²®© ¸ °®¢®© ®ª°¥±²®±²¨ B(x; �x); �x > 0; ª ¦¤®© ±¢®¥© ²®·ª¨x ¢° ¹¥¨¥ ¢ ±¬»±«¥ �³§¥¬  , ².¥. ¤«¿ «¾¡»µ ²®·¥ª a; a0; b; b0 ¨§ ¸ °  B(x; �x)² ª¨µ, ·²® �(xa) = �(xa0); �(xb) = �(xb0) ¨ �(ab) = �(a0b0) ±³¹¥±²¢³¥² ¨§®¬¥-²°¨·¥±ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¸ °  B(x; �x)   ±¥¡¿, ®±² ¢«¿¾¹¥¥ ²®·ª³ x   ¬¥±²¥¨ ¯¥°¥¢®¤¿¹¥¥ a ¢ a0 ¨ b ¢ b0. �¯° ¸¨¢ ¥²±¿, ¢ ª ª®¬ ±«³· ¥ ¡³¤¥² ¨§®¬¥²°¨·®¥¢ª«¨¤®¢³ ¯°®±²° ±²¢³, ¯°®±²° ±²¢³ �®¡ ·¥¢±ª®£® ¨«¨ ±´¥°¥ ³¨¢¥°± «¼®¥ ª°»¢ ¾¹¥¥ ¯°®±²° ±²¢® ¤«¿ ¯°®±²° ±²¢  M?�²³ § ¤ ·³ ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª «®ª «¼»© ¢ °¨ ² § ¬¥¨²®© ¯°®-¡«¥¬» �¥«¼¬£®«¼¶ -�¨. � ¨¡®«¥¥ ³¤®¢«¥²¢®°¨²¥«¼®¥ °¥¸¥¨¥ ¯°®¡«¥¬» ¤ ®¢ ±² ²¼¥ �.�°�¥©¤¥² «¿ [1]. � «®£¨·»¥ °¥§³«¼² ²» ¡»«¨ ¯®«³·¥» ¨ ¤°³-£¨¬¨ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¿¬¨ (±¬.«¨²¥° ²³°³ ¢ [2]).�§¢¥±²¥ ±«¥¤³¾¹¨© «®ª «¼»© ¢ °¨ ² °¥¸¥¨¿ ¯°®¡«¥¬» �¥«¼¬£®«¼¶ -�¨, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨© �.�³§¥¬ ³.�¥®°¥¬  A. �±«¨ ª ¦¤ ¿ ²®·ª  x G-¯°®±²° ±²¢  �³§¥¬   < M; � >¨¬¥¥² ¸ °®¢³¾ ®ª°¥±²®±²¼ B(x; �x); �x > 0; ¤®¯³±ª ¾¹³¾ ¢° ¹¥¨¥ ¢ ±¬»-±«¥ �³§¥¬  , ²® ³¨¢¥°± «¼®¥  ª°»¢ ¾¹¥¥ ¯°®±²° ±²¢® ¤«¿ M ¿¢«¿¥²±¿½«¥¬¥² °»¬, ².¥. ¥¢ª«¨¤®¢»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ En, ¯°®±²° ±²¢®¬ �®¡ -·¥¢±ª®£® Hn ¨«¨ ±´¥°¨·¥±ª¨¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ Sn [3, c.411].ccc 1998 �.�. �³¶E-mail: guts@univer.omsk.su�¬±ª¨© £®±³¤ °±²¢¥»© ³¨¢¥°±¨²¥²



� ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°» ¨ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¥. 1998. �»¯. 2. 31�« ¢»¬ ®²«¨·¨¥¬ ¨§« £ ¥¬®£® ¨¦¥ °¥§³«¼² ²  ®² ²¥®°¥¬» A ¿¢«¿¥²±¿®²ª § ®² «®ª «¼®© ¯°®¤®«¦ ¥¬®±²¨ ¨ ¥¤¨±²¢¥®±²¨ ª° ²· ©¸¥©.�» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¤ «¥¥ ²®«¼ª® «®ª «¼® ª®¬¯ ª²®¥ ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®-±²° ±²¢® M ± ¢³²°¥¥© ¬¥²°¨ª®© �.�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ r(x) ²®·³¾ ¢¥°µ¾¾ £° ¨¶³ ¢±¥µ ·¨±¥« r > 0 ² ª¨µ,·²® § ¬ª³²»© ¸ ° B0(x; r) ¿¢«¿¥²±¿ ª®¬¯ ª²»¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢®¬. �³±²¼ ¤ «¥¥p(x) ¥±²¼ ²®· ¿ ¢¥°µ¿¿ £° ¨¶  ¢±¥µ ·¨±¥« px > 0, ®²¢¥· ¾¹¨µ ²®·ª¥ x 2M² ª¨µ, ·²® ¥±«¨ y; z 2 B(x; px), ²® y ±®¥¤¨¿¥²±¿ ± z ª° ²· ©¸¥©. � ª ¨§¢¥±²®,´³ª¶¨¿ p(x) «¨¡® ¤«¿ ¢±¥µ x ¯°¨¨¬ ¥² § ·¥¨¥ +1, «¨¡® ®  ¢±¾¤³ ª®¥· ¨ ¥¯°¥°»¢ .�´®°¬³«¨°³¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥  ª±¨®¬».(A1) � ¦¤®© ²®·ª¥ x 2 M ±®¯®±² ¢«¥® ·¨±«® d(x) > 0, ®¡« ¤ ¾¹¥¥ ±¢®©-±²¢®¬: ¥±«¨ Is(x) ®¡®§ · ¥² £°³¯¯³ ¢±¥µ ¨§®¬¥²°¨© ¸ °  B0(x; d(x))   ±¥¡¿,²® Is(x) ¤¥©±²¢³¥² ½´´¥ª²¨¢® ¨ ²° §¨²¨¢®   ª ¦¤®© ±´¥°¥ S(x; r), £¤¥0 < r < d(x) ¨ �(x) = x ¤«¿ «¾¡®© ¨§®¬¥²°¨¨ � 2 Is(x).(A2) �«¿ ª ¦¤®© ²®·ª¨ x 2M ±³¹¥±²¢³¥² ·¨±«® �x > 0 ² ª®¥, ·²®�x < min(d(x); r(x); p(x))¨ ¢»¯®«¿¾²±¿ ³±«®¢¨¿:a) ±´¥°  S(x; r) ±¢¿§  ¤«¿ «¾¡®£® r; 0 < r � �x;b) ±³¹¥±²¢³¾² ¤¢¥ ° §«¨·»¥ ²®·ª¨ ar; br 2 S(x; r); 0 < r � �x, ° §¤¥«¿¾¹¨¥S(x; r), ².¥. S(x; r) n far; brg = A1 \ A2, £¤¥ A1 [ A2 = ;; A1; A2 { ¥¯³±²»¥®²ª°»²»¥ ¢ S(x; r) n far; brg ¯®¤¬®¦¥±²¢ ;c) ¤«¿ ª ¦¤®£® r; 0 < r � �x ±³¹¥±²¢³¥² ¨§®¬¥²°¨¿ � 2 Is(x) ² ª ¿, ·²®�(ar) 2 A1 ¨ �(br) 2 A2 «¨¡® �(ar) 2 A2 ¨ �(br) 2 A1.(A3) �«¿ ª ¦¤®© ²®·ª¨ x 2 M ¸ ° B(x; d(x) ¤®¯³±ª ¥² ¢° ¹¥¨¥ ¢ ±¬»±«¥�³§¥¬  .(A4) �«¿ ª ¦¤®© ²®·ª¨ x 2M  ©¤¥²±¿ ²®·ª  y 2M ² ª ¿, ·²®�(xy) < min(d(x); d(y); �y):(A5) �¥¦¤³ «¾¡»¬¨ ¤¢³¬¿ ª° ²· ©¸¨¬¨, ¨±µ®¤¿¹¨¬¨ ¨§ ¯°®¨§¢®«¼®©²®·ª¨ x 2 M , ±³¹¥±²¢³¥² ³£®« ¢ ±¬»±«¥ �.�. �«¥ª± ¤°®¢ . �°¨·¥¬ ±³¹¥-±²¢³¾², ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥, ¤¢¥ ª° ²· ©¸¨¥, ¨±µ®¤¿¹¨¥ ¨§ ²®·ª¨ x, ± ¥³«¥¢»¬³£«®¬ ¬¥¦¤³ ¨¬¨.� ¬¥²¨¬, ·²®  ª±¨®¬  (A2) ¿¢«¿¥²±¿ «®ª «¼»¬ ¢ °¨ ²®¬  ª±¨®¬�°¥©¤¥-² «¿ (S) ¨ (Z) (±¬.[1]). �°¨ ½²®¬ ¶¥«¼ ³±«®¢¨¿ b) { ´¨ª±¨°®¢ ²¼ ° §¬¥°®±²¼±´¥°, ¨¬¥¿ ¢ ¢¨¤³ ®¤®¬¥°»¥ ±´¥°» ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤¢³¬¥°®¥ ¯°®±²° -±²¢®.�ª±¨®¬» (A3) ¨ (A4) { ½²® ¢±¥£® «¨¸¼ ³±¨«¥¨¥  ª±¨®¬» (A1). �°¨·¥¬ (A4)¯®§¢®«¿¥² ¨±ª«¾·¨²¼ ¨§ ° ±±¬®²°¥¨¿ ¯°®±²° ±²¢  ± ¬®£®£° »¬¨ ¬¥²°¨-ª ¬¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1. �°®±²° ±²¢® M , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥  ª±¨®¬ ¬ (A1)� (A5), §»¢ ¥²±¿ r-¯°®±²° ±²¢®¬.



� ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°» ¨ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¥. 1998. �»¯. 2. 32�¥®°¥¬  B [2]. �³±²¼ M ¯®«®¥ r-¯°®±²° ±²¢®. �®£¤ M ¥±²¼ ¤¢³¬¥°®¥G-¯°®±²° ±²¢® �³§¥¬  , ³¨¢¥°± «¼®¥  ª°»¢ ¾¹¥¥ ¤«¿ ª®²®°®£® ½«¥¬¥-² °®, ².¥. ¿¢«¿¥²±¿ ¥¢ª«¨¤®¢®© ¯«®±ª®±²¼¾, ¯«®±ª®±²¼¾ �®¡ ·¥¢±ª®£® ¨«¨±´¥°®©.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2. � §®¢¥¬ r-¯«®±ª®±²¼¾, «¥¦ ¹¥© ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ M , «¾¡®¥¯®¤¬®¦¥±²¢® A �M , ª®²®°®¥ ¡³¤³·¨  ¤¥«¥»¬ ¨¤³¶¨°®¢ ®© ¬¥²°¨ª®©¿¢«¿¥²±¿ ¯®«»¬ r-¯°®±²° ±²¢®¬.�¢¥¤¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥  ª±¨®¬»:S1. � ¯°®±²° ±²¢¥M ±³¹¥±²¢³¥² µ®²¿ ¡» ®¤  r-¯«®±ª®±²¼, ¨ ·¥°¥§ ª ¦¤»¥²°¨ ²®·ª¨ ¨§ ¸ °  B(x; �x); 0 < �x < d(x), £¤¥ x 2 M { ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ²®·ª ,¯°®µ®¤¨² r-¯«®±ª®±²¼.S2. �±«¨ xy ª° ²· ©¸ ¿, ±®¥¤¨¿¾¹ ¿ x ¨ y, ² ª ¿, ·²® x; y 2 B(z; �z) ¨ x; y¯°¨ ¤«¥¦ ² r-¯«®±ª®±²¨ A, ²® xy � A.�¯° ¢¥¤«¨¢ ,  ®±¨°®¢  ¿ ¢ [5],�¥®°¥¬  C. �±«¨ M ¯®«®¥ «®ª «¼® ª®¬¯ ª²®¥ ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° -±²¢® ± ¢³²°¥¥© ¬¥²°¨ª®© �, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥  ª±¨®¬ ¬ (A3); S1; S2, ²®M ¥±²¼ G-¯°®±²° ±²¢® �³§¥¬  , ³¨¢¥°± «¼®¥  ª°»¢ ¾¹¥¥ ¤«¿ ª®²®°®£®½«¥¬¥² °®, ².¥. ¿¢«¿¥²±¿ ®¤¨¬ ¨§ ²°¥µ En;Hn; Sn; N � 2.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°®¢¥°¨¬ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼  ª±¨®¬ I-V G-¯°®±²° ±²¢ �³§¥¬   [3, c.54].�°®±²° ±²¢® M ¿¢«¿¥²±¿ ®£° ¨·¥® ª®¬¯ ª²»¬ ¢ ±¨«³ ²®£®, ·²® M {¯®«®¥ ¯°®±²° ±²¢® ± ¢³²°¥¥© ¬¥²°¨ª®© [4, c.75].�±«¨  ¬ ¤ » ¤¢¥ ° §«¨·»¥ ²®·ª¨ x; z, ²® ¡« £®¤ °¿ ¯®«®²¥ ¯°®±²° -±²¢  M ±³¹¥±²¢³¥² ª° ²· ©¸ ¿ xz. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥±«¨ y 2 xz, ²® �(xy) +�(yz) = �(xz).� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ¯°®±²° ±²¢  M ¢»¯®«¿¾²±¿  ª±¨®¬» I-III G-¯°®±²° ±²¢  �³§¥¬  .�¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼  ª±¨®¬» IV ¢»²¥ª ¥² ¨§  ª±¨®¬» S1. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¯³±²¼y; z 2 B(x; �x). �®§¼¬¥¬ ¥¹¥ ²®·ª³ u 2 B(x; �x) ¨ ¯°®¢¥¤¥¬ ·¥°¥§ y; z ¨ u r-¯«®±ª®±²¼ A. �ª±¨®¬  IV £®¢®°¨², ·²® ª° ²· ©¸³¾ yz ¬®¦® ¯°®¤®«¦¨²¼ § ²®·ª³ z. �®±ª®«¼ª³, ±®£« ±®  ª±¨®¬¥ S2, ª° ²· ©¸ ¿ yz «¥¦¨² ¢ A, ²® ¤®±² -²®·® ¯°®¤®«¦¨²¼ yz §  ²®·ª³ z ¢ r-¯«®±ª®±²¨ A. �®±«¥¤¥¥ ¢®§¬®¦®, ¨¡® A¯® ²¥®°¥¬¥ B ¥±²¼ G-¯°®±²° ±²¢® �³§¥¬  .�®ª ¦¥¬ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼  ª±¨®¬» V. �®±² ²®·® ³±² ®¢¨²¼ «®ª «¼³¾¥¤¨±²¢¥®±²¼ ª° ²· ©¸¥©, ±®¥¤¨¿¾¹¥© ¡«¨§ª¨¥ ²®·ª¨. � ½²®¬ «¥£ª® ³¡¥-¤¨²¼±¿, ¥±«¨ ®¡° ²¨²¼±¿ ª ²®¬³, ª ª ³±²  ¢«¨¢ « ±¼  ª±¨®¬  V ¯°¨ ¤®ª § -²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 4 ¨§ [2] (¢±¥ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¤¥« ¾²±¿, ¯® ±³¹¥±²¢³, ¤«¿ ¥ª®²®-°®© r-¯«®±ª®±²¨, ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§ ²®·ª¨ u; z1; z2 { ±¬. ¯®¤°®¡®±²¨ ¢ [2, c.63,¯³ª² (b)] ).�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±ª®«¼ ³£®¤® ¡«¨§ª¨¥ ²®·ª¨ ¢ M ¬®¦® ±®¥¤¨¨²¼ ¥¥¤¨±²¢¥®© ª° ²· ©¸¥©. �³±²¼ x 2 M ¨ A ¥ª®²®° ¿ r-¯«®±ª®±²¼, ¯°®µ®¤¿-¹ ¿ ·¥°¥§ x. �«¿ r-¯«®±ª®±²¨ A, ±®£« ±® ²¥®°¥¬¥ 3 ¨§ [2], ±³¹¥±²¢³¥² ·¨±«®



� ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°» ¨ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¥. 1998. �»¯. 2. 33�x > 0 ² ª®¥, ·²® ¢ ¸ °¥ A\B(x; �x) «¾¡ ¿ ²®·ª  y 2 A\B(x; �x) ±®¥¤¨¿¥²±¿± x ¥¤¨±²¢¥®© ª° ²· ©¸¥© xy � A. �®±ª®«¼ª³, ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾, ¯®¤®¡®¥³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¥ ¢¥°® ¤«¿ B(x; �x), ²®  ©¤¥²±¿ ²®·ª  y 2 B(x;min(�x; �x)), ª®-²®° ¿ ±®¥¤¨¿¥²±¿ ± x ¤¢³¬¿ ° §«¨·»¬¨ ª° ²· ©¸¨¬¨ L1; L2. �®§¼¬¥¬ ¨§®¬¥-²°¨¾ � 2 Is(x) ² ª³¾, ·²® �(x) = x ¨ ¯¥°¥¢®¤¿¹³¾ ²®·ª³ y ¢ ¥ª®²®°³¾ ²®·ª³,«¥¦ ¹³¾   A. � ª ¿ ¨§®¬¥²°¨¿ ±³¹¥±²¢³¥² ¯®  ª±¨®¬¥ (A3), ¨ ¡¥§ ®£° ¨·¥-¨¿ ®¡¹®±²¨ ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²® ¤¨ ¬¥²° r-¯«®±ª®±²¨ A ¡®«¼¸¥, ·¥¬ �(xy).� °¥§³«¼² ²¥ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ±  ª±¨®¬®© S2 ¨¬¥¥¬ ¤¢¥ ° §«¨·»¥ ª° ²· ©¸¨¥�(L1); �(L2) � A \ B(x; �x) ¢ r-¯«®±ª®±²¨ A ¨ ±®¥¤¨¿¾¹¨¥ x ¨ �(y) 2 A. �²®¯°®²¨¢®°¥·¨² ³²¢¥°¦¤¥¨¾ ²¥®°¥¬» 3 ¨§ [2].�² ª, M ¥±²¼ G-¯°®±²° ±²¢® �³§¥¬  . �¥¯¥°¼ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬» �±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» A.�¥®°¥¬  C ¤®ª §  .� § ª«¾·¥¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¥» ¤¢¥ § ¤ ·¨, ¤«¿ ª®²®°»µ  ¢²®° ¥ ±³¬¥«  ©²¨°¥¸¥¨¿.� ¤ ·  1. �®¦® «¨ ®¯³±²¨²¼ ³±«®¢¨¥ c) ¢  ª±¨®¬¥ (A2)? � ·¥ £®¢®°¿, ¥«¼§¿«¨ ¤®ª § ²¼, ·²® ¥¢®§¬®¦®  ©²¨ ¢° ¹¥¨¥ � 2 Is(x) ² ª®¥, ·²® �(ar) 2 A1¨ �(br) 2 A1?� ¤ ·  2. �®¦® «¨ ³±² ®¢¨²¼, ·²®  ª±¨®¬  (A5) ¥±²¼ ±«¥¤±²¢¨¥  ª±¨®¬(A1)� (A4)? �¨²¥° ²³° 1. Freudenthal H. Neuere Fassungen des Riemann-Helmholz-Lieschen Raumproblems //Math. Z. 1956. Hf.63. S.374-405.2. �³¶ �.�. � ° ª²¥°¨§ ¶¨¿ ¤¢³¬¥°»µ ½«¥¬¥² °»µ £¥®¬¥²°¨© // �¨¡.¬ ².¦.1981. �.22. N 6. �.54-64.3. �³§¥¬  �. �¥®¬¥²°¨¿ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨µ. { �.: ��, 1962.4. �«¥ª± ¤°®¢ �.�., � «£ ««¥° �.�. �¢³¬¥°»¥ ¬®£®®¡° §¨¿ ®£° ¨·¥®© ª°¨-¢¨§» // �°. ���� ����. 1962. �.63. �.3.5. �³¶ �.�. �®ª «¼ ¿ ¯°®¡«¥¬  �¥«¼¬£®«¼¶ -�¨ // IX �±¥±®¾§ ¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ª®´¥°¥¶¨¿: �¥§. ¤®ª«. { �¨¸¨¥¢: ���, 1988. �.92.


