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onstant.1. Ñèíòåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèèÒåîðåòè÷åñêàÿ �èçèêà âñåãäà ñòðåìèëàñü îïåðàòèâíî èñïîëüçîâàòü íîâûåèäåè, ïîÿâëÿþùèåñÿ â ìàòåìàòèêå. Ïîýòîìó íå ñòîèò óäèâëÿòüñÿ, ÷òî íîâàÿòåîðåòèêî-òîïîñíàÿ ìàòåìàòèêà [4, 5, 7℄ ñðàçó áûëà ïðèâëå÷åíà ê ðåøåíèþ ðÿ-äà ïðîáëåì òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è ãðàâèòàöèè [9, 12, 14℄ è êâàíòîâîé òå-îðèè [2, 3, 10℄. Ôîðìàëüíî, íàïðèìåð, òåîðåòèêî-òîïîñíóþ ãåîìåòðèþ óäîáíîðàçâèâàòü â ðàìêàõ ñèíòåòè÷åñêîé äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè Êîêà-Ëîâåðà[5℄ (äàëåå äëÿ êðàòêîñòè ïèøåì SDG), ìîäåëÿìè êîòîðîé ñëóæàò òîïîñû �êàòåãîðèè, îáëàäàþùèå ìíîãèìè ñâîéñòâàìè òðàäèöèîííîé òåîðèè ìíîæåñòâ,ÿâëÿþùåéñÿ îñíîâîé ìàòåìàòèêè XX âåêà.Ñèíòåòè÷åñêàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ Êîêà-Ëîâåðà [5℄ ñòðîèòñÿ íàîñíîâå çàìåíû ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë IR íà êîììóòàòèâíîå óïîðÿäî÷åííîåêîëüöî R, ïîçâîëÿþùåå îïðåäåëèòü íà íåì äè��åðåíöèðîâàíèå, èíòåãðèðî-âàíèå è ¾íàòóðàëüíûå ÷èñëà¿. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò D òàêîå, ÷òîD = fx 2 R j x2 = 0g è âûïîëíåíà àêñèîìà Êîêà-Ëîâåðà: äëÿ ëþáîé g : D ! Rñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå a; b 2 R òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî d 2 D g(d) = a+d � b.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ �óíêöèÿ â äàííîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöè-ðóåìîé, íî ïðè ýòîì íå âûïîëíÿåòñÿ çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî. Äðóãèìèñëîâàìè, â SDG äåéñòâóåò èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà. Òàêèì îáðàçîì, ñèíòå-òè÷åñêàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðèìåðîâ èíòóèöèîíèñòñêîéòåîðèè ïîëÿ, êîòîðîé â ïîñëåäíåå âðåìÿ óäåëÿþò îñîáîå âíèìàíèå â ñâÿçè ñèññëåäîâàíèÿìè â îáëàñòè êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè [2, 3, 9℄. Îòìåòèì òàêæå,÷òîýëåìåíòû d 2 D íàçûâàþòñÿ èí�èíèòåçèìàëàìè, ò.å. áåñêîíå÷íî ìàëûìè ÷èñ-ëàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, à íà êîëüöî R ìîæíî óïðîùåííî ñìîòðåòü êàê íà ïîëå
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116 À.Ê. �óö, À.À. Çâÿãèíöåâ. �åøåíèå ïî÷òèâàêóóìíûõ óðàâíåíèé...âåùåñòâåííûõ ÷èñåë IR, äîïîëíåííîå èí�èíèòåçèìàëûìè, êàê ïåðâîãî, òàê èáîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ïðîñòðàíñòâî âñåõ èí�èíèòåçèìàëûõ êîëüöà R áóäåìäàëåå îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì �.Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà â SDG ìîæíî çàïèñûâàòü ñ íåíóëåâûì òåíçîðîìýíåðãèè-èìïóëüñà, íàïðèìåð â âèäåRik � 12gik(R� 2�) = 8�G
2 d � uiuk; (1)ãäå ïëîòíîñòü ìàòåðèè d 2 D �ïðîèçâîëüíî âçÿòûé èí�èíèòåçèìàë [15℄1.Äëÿ èí�èíèòåçèìàëà ñïðàâåäëèâû íåâîçìîæíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷å-ñêîé ëîãèêè ñîîòíîøåíèÿ: d � 0 & d � 0; ïðè÷åì �îðìóëû d = 0, d 6= 0 íåÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè. Òàêàÿ óäèâèòåëüíàÿ íåêëàññè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü âàêóóì-íîé ìàòåðèè òåì íå ìåíåå ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðèâû÷íûì çàíóëåíèåì ïðàâîé ÷àñòèóðàâíåíèé Ýéíøòåéíà â ñëó÷àå âàêóóìà â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Äëÿýòîãî äîñòàòî÷íî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ íà êîíå÷íîì îáúåêòå ñîîòâåòñòâóþùåéìîäåëè ýòîé òåîðèè.2. Ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîå ïîëåÊàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà â SDG, îïèñûâàþùèå ãðàâè-òàöèîííîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå íåêîòîðîé ìàòåðèàëüíîé ñèñòåìîé, äîëæíû èìåòüñëåäóþùèé âèä: Rik � 12gik(R� 2�) = �Tik:Çäåñü Rik = Rlilk; R = gikRik; � = 8�G=
4.�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ãðàâèòàöèîííîå ïîëå îáëàäàåò öåíòðàëüíîé ñèì-ìåòðèåé. Öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ïîëÿ îçíà÷àåò, ÷òî èíòåðâàë ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ìîæåò áûòü âçÿò â âèäåds2 = e�(r;t)dt2 � e�(r;t)dr2 � r2(d�2 + sin2 � � d'2):Îòìåòèì, ÷òî òàêîé âèä ìåòðèêè íå îïðåäåëÿåò åùå âûáîðà âðåìåííîé êîîð-äèíàòû îäíîçíà÷íûì îáðàçîì: äàííàÿ ìåòðèêà ìîæåò åùå áûòü ïîäâåðãíóòàëþáîìó ïðåîáðàçîâàíèþ âèäà t = f(t0), íå ñîäåðæàùåìó r:Âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ òàê æå, êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå. Ïðè ýòîìñ÷èòàåì êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà îáðàòèìûìè âåëè÷èíàìè. ÑèìâîëûÊðèñòî��åëÿ ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî îáû÷íîé �îðìóëå:�ikl = 12gim��gmk�xl + �gml�xk � �gkl�xm� :1Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî (1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì èíòóèöèîíèñòñêîãî óðàâíåíèÿ::(Rik� 12gik(R�2�) = 0); ïîñêîëüêó äâîéíîå îòðèöàíèå ðàâåíñòâà íóëþ âî ìíîãèõ ìîäåëÿõñèíòåòè÷åñêîé äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè Êîêà-Ëîâåðà ñîâïàäàåò ñ óòâåðæäåíèåì î ïðè-íàäëåæíîñòè âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî ñëåâà îò íóëÿ, ïðîñòðàíñòâó âñåõ èí�èíåòåçèìàëûõ. Çà-ìåòèì òàêæå, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ¾ïî÷òè¿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà,èãðàþùåãî âàæíóþ ðîëü â ñèíòåòè÷åñêîì âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè [1℄. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿâèäà (1) áóäåì íàçûâàòü ïî÷òèâàêóóìíûìè óðàâíåíèÿìè Ýéíøòåéíà.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2000. Âûï. 6. 117Ïîäñòàâëÿÿ â ýòó �îðìóëó gik, ïîëó÷àåì:�111 = �02 ;�010 = � 02 ;�233 = � sin � 
os �;�011 = _�2 e���;�122 = �re��;�100 = � 02 e���;�212 = �313 = 1=r;�333 = 
tg �;�000 = _�2 ;�110 = _�2 ;�133 = �r sin2 �e��:Çäåñü øòðèõ îçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî r; à òî÷êà � äè��åðåíöèðî-âàíèå ïî t:Òåíçîð �è÷÷è òàêæå âû÷èñëÿåòñÿ ïî èçâåñòíîé �îðìóëåRik = ��lki�xl � ��lil�xk + �lik�mlm � �mil �lkm:Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò â ðåçóëüòàòå ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:�e�� �� 0r + 1r2�+ 1r2 � � = �T 11 ; (2)�12e���� 00 + � 022 + � 0 � �0r � � 0�02 �+12e��  ��+ _�22 � _� _�2 !�� = �T 22 = �T 33 ; (3)�e�� � 1r2 � �0r �+ 1r2 � � = �T 00 ; (4)�e�� _�r = �T 10 : (5)Óðàâíåíèå (3), êàê èçâåñòíî [13, ñ.235℄, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé(2),(4), (5) è çàêîíà ñîõðàíåíèÿ T ik;k = 0: (6)Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì óðàâíåíèå (3) îïóñêàåì.2.1. Ïîëå âàêóóìà�àññìîòðèì òåïåðü âàæíûé ïðèìåð ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â âàêóóìå. Äëÿ ýòî-ãî âîçüìåì T ik ðàâíûì 
2�uiuk; ò.å. òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ïûëåâîé ìàòåðèè.Çäåñü � � ïëîòíîñòü ïûëè â ïðîñòðàíñòâå, êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü â äàëüíåéøåìïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Ñ÷èòàÿ òåïåðü, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîïóòñòâóþùåéñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì, ÷òî ui = (e� �2 ; 0; 0; 0); à uk = gikui = (e �2 ; 0; 0; 0):Òàêèì îáðàçîì, T 00 = 
2�; T 11 = T 22 = T 33 = 0, è óðàâíåíèÿ (2),(4),(5) ïðèìóòñëåäóþùèé âèä: �e���� 0r + 1r2�+ 1r2 � � = 0; (7)
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�e�� � 1r2 � �0r � + 1r2 � � = 
2��; (8)�e�� _�r = 0: (9)Ó÷èòûâàÿ òåïåðü âèä òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà è óðàâíåíèå (9), ïåðåïèøåìóðàâíåíèå (6) ñëåäóþùèì îáðàçîì: �� 0 = 0: (10)Ïîïûòàåìñÿ ðàçðåøèòü ýòè óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (10). Òàê, èçóðàâíåíèÿ (9) ñëåäóåò, ÷òî �(r; t) = �(r); ò.å. � íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû t:Ïîñêîëüêó � è � ïîñòîÿííû, òî óðàâíåíèå (8) íåòðóäíî ïðîèíòåãðèðîâàòü. Âñàìîì äåëå, ïðèíÿâ e�� çà u; ïîëó÷àåì:u0r + u = 1� (� + �
2�)r2: (11)�åøàÿ îäíîðîäíîå óðàâíåíèå u0r + u íàõîäèì, ÷òî u = Ar�1; ãäå A = 
onst:Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò èìåòü âèä:u = A(r)r :Ïîäñòàâëÿÿ åãî â (11), âûâîäèì óñëîâèå íà A(r):A0(r) = 1� (� + �
2�)r2:Èíòåãðèðóåì ýòî óðàâíåíèå è ïîëó÷àåì, ÷òîA(r) = r � (� + �
2�)r33 + C:Îòñþäà u(r) = 1� (� + �
2�)r23 + Cr :Èëè, âîçâðàùàÿñü ê ïðåæíèì îáîçíà÷åíèÿì,e�� = 1� (� + �
2�)r23 + Cr : (12)Çäåñü C � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.Äàëåå, èìåÿ â âèäó íàéòè âûðàæåíèå äëÿ �; ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (7).Íî äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (10).Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî � = d; � 0 = d ïðè ëþáîì d 2 D ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøå-íèåì. Òàêèì îáðàçîì, èç ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ îáúåêòîâ, êàê D; D2; D(2), 4 èò.ä. [5℄, ñëåäóåò, ÷òî êðîìå êëàññè÷åñêèõ åãî ðåøåíèé(� = 0 & � 0 6= 0) _ (� 0 = 0 & � 6= 0) _ (� = 0 & � 0 = 0)



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2000. Âûï. 6. 119ñóùåñòâóþò è äðóãèå, íåêëàññè÷åñêèå. Ê èõ ÷èñëó îòíîñÿòñÿ � è � 0, íåîòäåëè-ìûå îò íóëÿ. Ïåðâûé èç óêàçàííûõ êëàññè÷åñêèõ ñëó÷àåâ ïðèâîäèò ê èçâåñòíî-ìó êëàññè÷åñêîìó ðåøåíèþ Øâàðöøèëüäà. �àññìîòðèì íåêëàññè÷åñêèé ñëó÷àéðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10), êîãäà îáå âåëè÷èíû � è � 0 îäíîâðåìåííî íåîòäåëèìûîò íóëÿ.Êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, â ýòîì ñëó÷àå òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñòàíîâèòñÿèí�èíèòåçèìàëûì, à ñàìî óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà ïðåâðàùàåòñÿ â ïî÷òèâàêóóì-íîå.Ïîäñòàâëÿÿ (12) â (7) è ó÷èòûâàÿ (10), ïîëó÷àåì:� 0r �1 + Cr � �r23 � + 23�� �
2�3 + Cr3 = 0: (13)Îòñþäà ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî 23� + Cr3 íåîòäåëèìî îò íóëÿ. Êðîìå òîãî, ïðèðàññìîòðåíèè ýòîãî âûðàæåíèÿ â íåêîòîðîé ìîäåëè SDG â ñòàäèè 1 ýòî âûðà-æåíèå ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ, ÷òî âîçìîæíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà è �è C â ýòîé ñòàäèè ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷àåì, ÷òî C è � òàêæåíåîáðàòèìû, à çíà÷èò, è Cr ��r23 íåîáðàòèìî. Èñïîëüçóÿ òåïåðü (10), ïðåîáðàçóåì(13) ê âèäó � 0�1 + Cr � �r23 + �
2�r26 � = �
2�r3 � 23� � r � Cr2èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,� 0 = 13 � �
2�r � 23� � r � Cr�21 + Cr�1 � 13�r2 + 16�
2�r2 : (14)�åøàÿ ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì, ÷òî� = ln ����1 + Cr � �r23 + �
2�r26 ���� + f(t);ãäå f(t) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò êîîðäèíàòû t: Â ñèëóòîãî, ÷òî ìû îñòàâèëè çà ñîáîé åùå âîçìîæíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿâðåìåíè âèäà t = g(t0); êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ïðèáàâëåíèþ ê � ïðîèçâîëüíîé�óíêöèè âðåìåíè, òî ñ åãî ïîìîùüþ f(t) âñåãäà ìîæíî îáðàòèòü â íóëü. Èòàê,íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî� = ln ����1 + Cr � �r23 + �
2�r26 ���� : (15)Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ äëÿ � è � â âûðàæåíèå äëÿ ds2; ïîëó÷àåì, ÷òîds2 = �1 + (�
2�� 2�)r26 + Cr � dt2 � �1� (� + �
2�)r23 + Cr ��1 dr2��r2(d�2 + sin2 � � d'2): (16)



120 À.Ê. �óö, À.À. Çâÿãèíöåâ. �åøåíèå ïî÷òèâàêóóìíûõ óðàâíåíèé...Ýòó ìåòðèêó áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèåì Øâàðöøèëüäà ïî÷òèâàêóóìíîãîóðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà.Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå íå èìååò ñèíãóëÿðíîñòåé âîâñåì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåòðèêà íå èìååò îñîáåííîñòåé â r = 0.Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî C ðàâíî íóëþ. Èñõîäÿ èç ýòîãî è óìíîæàÿ ïðàâóþè ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (13) íà �; ïîëó÷àåì, ÷òî2�� = �
2�2 (17)è, êðîìå òîãî, � � íåîáðàòèìàÿ âåëè÷èíà êîëüöà R:Äðóãèìè ñëîâàìè, ìàòåðèÿ èìååò íåêëàññè÷åñêóþ ïëîòíîñòü, à ãðàâèòàöè-îííîå ïîëå èìååò âèäds2 = �1 + (�
2�� 2�)r26 � dt2 � �1� (� + �
2�)r23 ��1 dr2��r2(d�2 + sin2 � � d'2): (18)Â îñíîâíûõ ìîäåëÿõ ñèíòåòè÷åñêîé äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè Êîêà-Ëîâåðà â ñòàäèè 1 ýòà ìåòðèêà ñîâïàäàåò ñ ìåòðèêîé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíèÌèíêîâñêîãî. �ðóáî ãîâîðÿ, íåêëàññè÷åñêèé ¾ïûëåâèäíûé¿ âàêóóì èìååò ¾áåñ-êîíå÷íî ìàëîå¿ ñëàáîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå.2.2. Ïîëå ãàçîâîãî øàðàÅñëè ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ñîçäàåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì ãàçîâûì øàðîì ðàäèóñà a; 
òåíçîðîì ýíåðãèè èìïóëüñû èäåàëüíîãî ãàçà ~Tik, òî èç �îðìóëû (4) ñ ó÷åòîìóñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ñèíãóëÿðíîñòåé ó ìàòåðèè �jr=0 = 0 èìååì� = � ln0�1� �r rZ0 ~T 00 r2dr � �r23 1A :Âíå øàðà èìååì âàêóóì ñ ~Tik = 
2�uiuk ñ ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì, èçó÷åííûì âïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü âûðàæåíèå (12), èç êîòîðîãîñëåäóåò, ÷òî � = � ln�1� � + �
2�3 r2 + Cr � :Ñðàâíèâàÿ îáà âûðàæåíèÿ ïðè r = a, íàõîäèì, ÷òîC = � �0�
2�a33 � aZ0 ~T 00 r2dr1A : (19)Èç íåîáðàòèìîñòè C è �; à òàêæå èç âèäà (19) ñëåäóåò, ÷òî R a0 ~T 00 r2dr íåîáðà-òèì, à ýòî âîçìîæíî òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ: 1) ~T 00 � íåîòäåëèì îò íóëÿ; 2) a �íåîòäåëèì îò íóëÿ.Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2000. Âûï. 6. 121Òåîðåìà 1. Ïóñòü ãàçîâûé øàð îáëàäàåò êëàññè÷åñêîé íåíóëåâîé ïëîòíî-ñòüþ ( ~T 00 6= 0) è ñîçäàåò âíåøíåå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ãðàâèòàöèîííîåïîëå (16) ñ ïûëåâèäíîé èí�èíèòåçèìàëüíîé ïëîòíîñòüþ �. Òîãäà øàð èìååòèí�èíèòåçèìàëûå ïðîñòðàíñòâåííûå ðàçìåðû.Èíòåðåñíî, ÷òî â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ðåøåíèå Øâàðöøèëüäà íàõîäèëîñü âïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ñîçäàåòñÿ øàðîì, ÿâëÿþùèìñÿ òàêíàçûâàåìîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé, òî åñòü íå èìåþùåé ðàçìåðîâ. Òàêàÿ ñè-òóàöèÿ õàðàêòåðèçîâàëàñü ñëîâîì ¾èäåàëèçàöèÿ¿. Â íåêëàññè÷åñêîì ñëó÷àå óìàòåðèàëüíîé òî÷êè ¾ïîÿâëÿþòñÿ¿ âïîëíå çàêîííûå ðàçìåðû, íî îíè çàäàþòñÿíåêëàññè÷åñêèìè (áåñêîíå÷íî ìàëûìè) ÷èñëàìè.Çàìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïîñòîÿííóþ C íå òàêïðîñòî âûðàçèòü ÷åðåç ìàññó øàðà. Â ñàìîì äåëå, ñëåäóÿ êëàññè÷åñêîé ïðîöå-äóðå, ïîëó÷àåì, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, ãäå ïîëå ñëàáî,èìååò ìåñòî çàêîí Íüþòîíà. Ñëåäîâàòåëüíî,g00 = 1� 2Gmr ;ãäå m � ïîëíàÿ ìàññà øàðà, ñîçäàþùåãî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå. Ñ äðóãîé ñòîðî-íû, g00 = 1 + �
2�� 2�6 r2 + Cr :Îòñþäà âèäíî, ÷òî C = 2�� �
2�6 r3 � 2Gm
2� ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî C = 
onst:Íèæå ìû ðàññìîòðèì ïîëó÷åííóþ â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìåòðèêó â íåêîòî-ðîì òîïîñå, ÿâëÿþùèìñÿ ìîäåëüþ ñèíòåòè÷åñêîé äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåò-ðèè Êîêà-Ëîâåðà, èëè, áîëåå òî÷íî, â êàòåãîðèè ïó÷êîâ Sh(C); ãäå C � òàêàÿïîäêàòåãîðèÿ êàòåãîðèè L [8℄, ÷òî êîëüöî R = ahom(�; `C1(IR) àðõèìåäîâî èëîêàëüíîå2. Çäåñü a îáîçíà÷àåò äåéñòâèå �óíêòîðà ïó÷êîâèçàöèè.3. Ïî÷òèâàêóóìíûå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà â ìîäåëÿõ SDGÑèíòåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, ïðåäëîæåííàÿ âûøå,íàïèñàíà â ¾íàèâíîì¿ ñòèëå, ò. å. ñîäåðæàò òåðìèí ¾ýëåìåíò¿ èëè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå �îðìóëû âèäà a 2 A, íî â ñèëó òîãî, ÷òî àêñèîìà Êîêà-Ëîâåðàèíòóèöèîíèñòñêàÿ, à ñëåäîâàòåëüíî íå èìååò ñâîåãî àíàëîãà â êàòåãîðèè ìíî-æåñòâ Set, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ýòè âûðàæåíèÿ â äåêàðòîâî-çàìêíóòûõ êàòå-ãîðèÿõ, è â ÷àñòíîñòè â òîïîñàõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ââîäèòñÿ ïîíÿòèåîáîáùåííîãî ýëåìåíòà b 2X B êàê îòîáðàæåíèÿ X b! B; ãäå X � ïðîèçâîëüíûéîáúåêò äåêàðòîâî-çàìêíóòîé êàòåãîðèè (òîïîñà), íàçûâàåìûé ñòàäèåé îïðåäå-ëåíèÿ èëè îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ ýëåìåíòà b3. Êàê îòìå÷àåò Êîê (ñì. [5℄), ¾ïðè2Ïðèìåðàìè òàêèõ ïðåäêàòåãîðèé ÿâëÿþòñÿ êàòåãîðèè çàìêíóòûõ è germ-detrmined èäåà-ëîâ, ïîäðîáíåå î êîòîðûõ ìîæíî ïðî÷èòàòü â [8℄.3Êëàññè÷åñêèé (ãëîáàëüíûé) ýëåìåíò � ýòî ìîð�èçì 1! B.



122 À.Ê. �óö, À.À. Çâÿãèíöåâ. �åøåíèå ïî÷òèâàêóóìíûõ óðàâíåíèé...ìûøëåíèè ñ òî÷êè çðåíèÿ �èçèêè ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì íàçâàíèå ¾îáëàñòè èç-ìåíåíèÿ¿, ïîñêîëüêó:1) ñ íåàòîìèñòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ¾òåëî¿ B îïèñûâàåòñÿ íå òîëüêî ñâî-èìè ¾àòîìàìè¿, ò.å. ãëîáàëüíûìè ýëåìåíòàìè b 2 B, íî òàêæå ¾÷àñòèöàìè¿èçìåíÿþùåãîñÿ ðàçìåðà X;2) äâèæåíèÿ, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò â B, ïàðàìåòðèçóþòñÿ âðåìåííîé ïðîòÿ-æåííîñòüþ X. Îáà ýòèõ ñëó÷àÿ áóäóò îïèñûâàòüñÿ îòîáðàæåíèåì X ! B äëÿïîäõîäÿùåé îáëàñòè èçìåíåíèÿ X¿.Â íàøåì ñëó÷àå ðîëü ¾òåëà¿ B áóäåò èãðàòü ãðàâèòàöèîííîå ïîëå gik, èëèãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè, êîòîðóþ ìû áóäåì èçó÷àòü íà ðàçëè÷íûõ ñòà-äèÿõ.Â ñëó÷àå òîïîñà Sh(C) êîíöåïöèÿ ñòàäèé ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùå-ãî ìåòîäà.Èç òåîðèè ïó÷êîâ (ñì. [7℄) èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò âëîæåíèå Éîíåäûy : C ! SetCop;òàêîå, ÷òî y(`A)(`B) = HomC(`B; `A);y(`A)(�) : HomC(`C; `A)! HomC(`B; `A);y(`A)(�)(u) = u Æ �; u : `C ! `Aäëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ � : `B ! `C â êàòåãîðèè C, è �óíêòîð ïó÷êîâèçàöèèa : SetCop ! Sh(C);êîìïîçèöèÿ êîòîðûõ äàåò �óíêòîð:ay : C ! Sh(C):Äàëåå, âìåñòî ay(`A) ìû áóäåì ïèñàòü ïðîñòî `A, òàêèì îáðàçîì, åñëè R =`C1(IR), òî R � y(R) = aHomC(�; `C1(IR)):Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò êîëüöà R (ò.å. ¾ñèíòåòè÷åñêîå¿ âåùåñòâåííîå ÷èñëî)ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ïðîèçâîëüíûì ìîð�èçìîì âèäà `A! `C1(IR). Áóäåìãîâîðèòü â ýòîì ñëó÷àå, ÷òî ýòî ÷èñëî çàïèñàíî â ñòàäèè `A. Ýòî îçíà÷àåò, â÷àñòíîñòè, ÷òî óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà è ïîëó÷åííàÿ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìåò-ðèêà äîëæíû áûòü ðàññìîòðåíû íà ðàçëè÷íûõ ñòàäèÿõ, íàïðèìåð íà ñòàäèè`A = `C1(IRn)=I, ãäå I � íåêîòîðûé èäåàë êîëüöà C1(IRn). Çàìåòèì, ÷òî ñî-áûòèåì x ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè R4 íà ñòàäèè `A ÿâëÿåòñÿ êëàññ C1�ãëàäêèõâåêòîðíûõ �óíêöèé (X0(a); X1(a); X2(a); X3(a)) : IRn ! IR4, ãäå êàæäàÿ �óíê-öèÿX i(a) áåðåòñÿ ïî ìîäóëþ èäåàëà I. Àðãóìåíò s 2 IRn èãðàåò ðîëü íåêîòîðîãî¾ñêðûòîãî¿ ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòàäèè `A. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî íàñòàäèè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R = `C1(IR) èçó÷àåìîãî òîïîñà ñîáûòèå x îïèñû-âàåòñÿ C1�ãëàäêîé âåêòîðíîé �óíêöèåé (X0(a); X1(a); X2(a); X3(a)); a 2 IR, àíà ñòàäèè R2 = `C1(IR2) ñîáûòèå x � ýòî 2-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü, ò.å. ñòðóíà.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2000. Âûï. 6. 123Êëàññè÷åñêèå ÷åòûðå ÷èñëà (x0; x1; x2; x3) äëÿ êîîðäèíàò ñîáûòèÿ ïîëó÷àþòñÿíà ñòàäèè 1 = `C1(IR0) = `C1(IR)=fag, ò.å. xi = X i(0); i = 0; 1; 2; 3.Ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà �, èëè ïðîñòî èí�èíèòåçèìàëûé, íà ñòàäèè `A � ýòîêëàññ fmod I òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîãî ' 2 mgf0g � C1(IR) ' Æ f 2 I, ãäå mgf0g �èäåàë �óíêöèé, çàíóëÿþùèõñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ.Ïñåâäîâàêóóìíûå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, óñëîâèÿ èí�èíèòåçèìàëüíîñòèäëÿ êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé è ïëîòíîñòè è èõ ñîîòíîøåíèå2�� = ��2íà ñòàäèè lA = lC1(IRn)=I ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:Rik(a)� 12gik(a)(R(a)� 2�(a)) = ��(a)ui(a)uk(a)modIf Æ �(a) = 0 mod I (20)f Æ �(a) = 0 mod I (21)2�(a)�(a)� ��2(a) = 0 mod I (22)äëÿ ëþáîãî f 2 mg0; ãäå s 2 IRn:�åøåíèå gik â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì4:gik(a) = diag�1+��(a)� 2�(a)6 r2;� 11� 13(��(a) + �(a))r2) ;�r2sin2 �;�r2� (23)ïî ìîäóëþ I � C1(IRn � IR4):Ïðîèëëþñòðèðóåì âûøåîïèñàííûå óðàâíåíèÿ íà íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõïðèìåðàõ, îãðàíè÷èâàÿñü ñëó÷àåì êîíå÷íîïîðîæäåííûõ èäåàëîâ.3.1. Ñòàäèÿ 1Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, êëàññè÷åñêîé îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè îòâå-÷àåò ñòàäèÿ 1. Â ýòîé ñòàäèè ìåòðèêà (18) ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî:gik(t; r; '; �) = 0BB� 1 0 0 00 �1 0 00 0 �r2 sin2 � 00 0 0 �r2 1CCA ;ò.å. � è � ðàâíû íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,'(�(a)) = '(�(0)) + '0(�(0))�0(0)a+ o(jaj): (24)4Çäåñü è äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé C = 0.



124 À.Ê. �óö, À.À. Çâÿãèíöåâ. �åøåíèå ïî÷òèâàêóóìíûõ óðàâíåíèé...Ïîñêîëüêó '(�(a)) 2 I = fag; òî '(�(0)) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, �(0) = 0, òàêêàê ' 2 mgf0g. Òîãäà � mod I = 0. Àíàëîãè÷íî � mod I = 0, C mod I = 0.Â ýòîé ñòàäèè ìåòðèêà (18) ñîâïàäàåò ñ ìåòðèêîé ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíî-ñèòåëüíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ ýòîé ìåòðèêîé ìîæåòáûòü íàçâàíà îáîáùåííîé ìîäåëüþ ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.3.2. Ñòàäèÿ D = `C1(IR)=fa2gÂ ýòîì ñëó÷àå g00(a) = 1 + 16(�
2�1 � 2�1)ar2 + C1ar�1;g11(a) = ��1� 13(�
2�1 + �1)ar2 + C1ar�1��1 ;à äðóãèå gik ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ñëåäóåò èç (24),'(�(0)) = '0(�(0))�0(0) = 0:Ïîñêîëüêó 'jU � 0; '0jU � 0 äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè 0, òîãäà �(0) = 0.Òàêèì îáðàçîì, � mod I = �1a, �1 2 IR. Àíàëîãè÷íî � mod I = �1a, �1 2 IR.3.3. Ñòàäèÿ Dp = `C1(IR)=fap+1gÇäåñü ïîëó÷àåì g00(a) = 1 + pXk=1 �(�
2�k � 2�k)6 � r2 + Ckr � ak;g11(a) = �"1� pXk=1 �(�
2�k + �k)3 � r2 � Ckr � ak#�1 :3.4. Ñòàäèÿ Dn(k) = `Jkn = `C10 (IRn)=mk+1Ïóñòü m = f jf(0) = 0 � ìàêñèìàëüíûé èäåàë êîëüöà `C10 (IRn): Òîãäàg00(a; t; r; '; �) = 1 + kXl=1 nXi1;:::;il=1 �(�
2�i1;:::;il � 2�i1;:::;il)6 r2 + Ci1;:::;ilr � ai1 : : : ail;g11(a; t; r; '; �) = � 1� kXl=1 nXi1;:::;il=1 �(�
2�i1;:::;il + �i1;:::;il)3 r2 � Ci1;:::;ilr � ai1 : : : ail!�1 :Çäåñü a = (a1; : : : ; an).



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2000. Âûï. 6. 1253.5. Ñòàäèÿ `C1(IR2)=fa1 � a2gÂ ýòîì ñëó÷àå �óíêöèè �, �; C çàâèñÿò îò îäíîé ïåðåìåííîé, íàïðèìåð a2; èçàíóëÿþòñÿ â 0. Òîãäàg00 = 1 + �
2�(a2)� 2�(a2)6 r2 + C(a2)r ;g11 = � 11� 13(�
2�(a2) + �(a2))r2 + C(a2)r�1 :3.6. Ñòàäèÿ `C1(IR)=fsin�a; 
os �agÅñëè � 2 D òî�(a) = �02 + 1Xk=0 �k 
os k�a+ �k sin k�a = A mod I; A 2 IR;�2(a) = A2 mod I 2 I =) A = 0:Ñëåäîâàòåëüíî, � = 0, � = 0 è gik â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ ìåòðèêîé Ìèíêîâ-ñêîãî.3.7. Ñòàäèÿ `C1(U)�àññìîòðèì ñòàäèþ `C1(U), ãäå U � IRn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ïîñêîëüêó`C1(U) �= `C1(IRn+1)=fan+1 � �(a)� 1g;U = fa 2 IRnj�(a) 6= 0g; � 2 C1(IRn);òî ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ � a0 = aa0n+1 = an+1 � �(a)� 1ìû ìîæåì ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, ÷òî�(a; an+1) mod I = 1Xj�j=1A�a�; a 2 U; A� 2 IR��0; 1a(0)� = 0:3.8. Ïåðåõîäû îò ñòàäèè ê ñòàäèèÂ òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò ìîð�èçì ìåæäó äâóìÿ ñòàäèÿìè:lB  ! lA;



126 À.Ê. �óö, À.À. Çâÿãèíöåâ. �åøåíèå ïî÷òèâàêóóìíûõ óðàâíåíèé...ïåðåõîä ìåæäó ìíîæåñòâàìè ahom(lA; T ) è ahom(lB; T ) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïî-ìîùüþ îòîáðàæåíèÿ ahom(lA; T ) 	! ahom(lB; T )äëÿ ëþáîãî îáúåêòà T êàòåãîðèè C; êîòîðîå êàæäîé �óíêöèè h : lA! T ñòàâèòâ ñîîòâåòñòâèå h	 : lB ! TÏóñòü òåïåðü lA = lC1(IRn)=I è lB = lC1(IRm)=J: Òîãäà êîìïîíåíòû g00 èg11 ìåòðèêè(23) ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó ñòàäèÿìè 	 ïðèìóò âèä:g00(b) = 1 + 16 (��(	(b))� 2�(	(b))) r2;g11(b) = � 11� 13(��(	(b)) + �(	(b)))r2ïî ìîäóëþ J �C1(IRm� IR4): Äðóãèå êîìïîíåíòû (23)îñòàíóòñÿ áåç èçìåíåíèÿ.Ñîîòâåòñòâåííî, óñëîâèÿ èí�èíèòåçèìàëüíîñòè äëÿ � è � ïåðåïèøóòñÿ òàê:f Æ � Æ	(b) = 0 mod J;f Æ � Æ	(b) = 0 mod J:4. Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿÏåðâûì äåëîì çàìåòèì î÷åíü èíòåðåñíûé �àêò: íà âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñòà-äèÿõ ñèãíàòóðà ìåòðèêè gik çàâèñèò îò âèäà �óíêöèé �, � è C. Íàïðèìåð, íàñòàäèè D = `C1(IR)=fa2g � mod I = �1a, � mod I = �1a, C mod I = C1a,ãäå �1;�1; C1 2 IR ñóòü ïðîñòûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà (ïðè C = 0 óñëîâèå (17)âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ a 2 IR). Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàâèòàöèîííîå ïîëå gik íå ÿâëÿ-åòñÿ ñëàáûì â ñîîòâåòñòâóþùåì ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè ñ êîîðäè-íàòàìè (t; r; �; '; a). Áîëåå èíòåðåñíûå ñèòóàöèè ìîãóò áûòü èçó÷åíû íà ñòàäèÿõDn(k) = `Jkn = lC10 (IRn)=mk+1 è `C1(IR2)=fa1 � a2g.Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íà ñòàäèè `C1(U), åñëè U îãðàíè÷åíî, òî �óíêöèè�;�; C ìîãóò áûòü âçÿòû ñêîëü óãîäíî ìàëûìè è ñèãíàòóðà ìåòðèêè íå ìå-íÿåòñÿ.Êàêîé ñìûñë èìåþò ¾ñêðûòûå¿ ïàðàìåòðû a 2 IRn? Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,÷òî îíè ãîâîðÿò íàì î ñóùåñòâîâàíèè äîïîëíèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé, ÷èñëî êî-òîðûõ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ �1;�1; C1 íà ñòàäèè`C1(IR)=fa2g, �i1;:::;il;�i1;:::;il; Ci1;:::;il íà ñòàäèè `Jkn = lC10 (IRn)=mk+1, �óíêöèé�(a2);�(a2); C(a2) íà ñòàäèè `C1(IR2)=fa1�a2g, âîçìîæíî, äîëæíû ïðèìåíÿòüñÿìíîãîìåðíûå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà. Äðóãèìè ñëîâàìè, 4-ìåðíàÿ ñèíòåòè÷åñêàÿ(èíòóèöèîíèñòñêàÿ) òåîðèÿ ñîäåðæèò â ñåáå íåñ÷åòíîå ÷èñëî ìíîãîìåðíûõ òå-îðèé. Èí�èíèòåçèìàëüíîå ïîëå â ñîîòâåòñòâóþùåé 4-ìåðíîé Âñåëåííîé ìîæåòîêàçàòüñÿ íåñëàáûì â ñîîòâåòñòâóþùåé ¾ñêðûòîé¿ ãåîìåòðèè. Èíòóèöèîíèñò-ñêàÿ ëîãèêà äàåò íîâîå ïðåäñòàâëåíèå î ïðèðîäå Ìèðà.
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