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ОБ ОТОБРАЖЕНИЯХ, СОХРАНЯЮЩИХ КОНУСЫ 
В ПРОСТРАНСТВЕ ЛОБАЧЕВСКОГО 

А. К. Гуц 
Пусть Л п — n-мерное пространство Лобачевского, и 

{1Х : X £ Л П } — семейство прямых, параллельных прямой 
и, о е Л п (в данном направлении). Пусть {Сх : X е Лп} — 
семейство круговых конусов в Л п раствора а с осью 1х и вер" 
шиной X. 

Тогда, если / : Л п -> Л п (п > 2)— биективное отображе
ние и / (Сх) = С нХ)> т о / е с т ь Движение в пространстве Л п . 
Библ. 1 назв. 

Пусть Лп (п ^> 2) — n-мерное пространство Лобачев
ского, {1х: X ЕЕ Лп} — семейство прямых, таких, что для 
всякой точки X прямая 1х содержит точку X и параллель
на прямой /о, О Е Л П (в данном на 10 направлении). 

Пусть {Сх' X €Е Лп} — семейство круговых конусов 
постоянного раствора с вершиной в точке X и осью 1х', 
тогда если /: JF —» Лп биективное отображение, такое, что 
/ (Сх) = £/(х>» т о / есть движение в пространстве Лоба
чевского. 

Этот результат доказывается с привлечением модели 
Пуанкаре пространства Лобачевского. 

Через Сх, Сх обозначаем связные компоненты мно
жества Лп \ Сх, содержащие полупрямые, на которые 
точка X разбивает прямую 1х, а через Сх, Сх — их замы
кания. 

Далее все объекты в модели Пуанкаре обозначаем теми 
же символами, но со знакомДсверху. Если ввести аффин
ные координаты в Лп так, что Лп = {х1 ^> 0}, то 

1Х = {х1 > 0; .х2, . . ., хп = const}, 
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а прямые из конуса Сх изобразятся полуокружностями: 

х1 = Я sin ф, 

х2 = xl + R cos аг cos а2 ... cos an_2 cos ф, 

х3 = xl -f R sin ax cos a2 ... cos an_2 cos ф, (1) 

хп = XQ -\- Д sin ап_2 cos ф, 
R > О, 0 < ф < я . 

Движения в пространстве Лобачевского изобразятся либо 
симметрией относительно афинной гиперплоскости (^-ги
перплоскости), перпендикулярной к А -гиперплоскости 
{х1 = 0} , либо инверсией относительно ^-гиперсферы с 
центром в {х1 = 0} . 

з 
1. Пусть дано Л2 , и Dx = [) lx, где lx = h — пря-

г=1 

мые, указанные выше, a lx, l\ — прямые в Л2 , проходя
щие через точку X под углами а, р соответственно к пря
мой lx. Причем эти углы одни и те же для любой точки X. 

ЛЕММА. Если /: Л2 —> Л2 — биективное отображе
ние, такое, что f (Dx) = Df(X), то f есть движение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . А) Пусть а = р. / (l\) = 
= lf(X) и пусть / (lx) = l\x) (если / (lx) = l\x), то доказа
тельство не изменится). Это следует из того, что можно 
взять Dx и DyK, так что Dx П Dyk = / 1 , (/с = 1, 2, . . . ) , 
DYk П DYm = ll, k=hm. 

Пусть {Xt} itfloo —точки, ординаты которых равны, 
а абсциссы связаны соотношением х%+1 = х2 + d (d = 
= const ]> 0). Пусть {Dx.}£?L<x> таковы, что 

DXi(]Dx.^ = l3
Xi, 

DXi()DXj. = <p (}=hi±l). 
Тогда 

/ +°° \ +°° 
/ U DXA= U D;(Xi) 

i——oo ' i=—oo 

и точки {/ (Xt)} t o o таковы, что если / (Xt) = (y\, y\), то 
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у] = у), yf+1 = у\ -f X-d, где X > 0. Это следует из биек-
тивности /. 

Пусть L — орицикл, причем L = {х1 = а = const}, 
где а — наибольшее значение ординаты для lxv txv 

М = U DXi 

(2) 
{F i}tclcc = ( L n M ) \ ( L n ТГ 1хУ 

Если {Z^}itTloo — точки, аналогичные {Yt} t^-^ для 
/ (M), то Zj = / (Yj) (можно считать, что индексы Z, и Yt 
одни и те же), т. е. / отображает {Yt} JTloo в {Zt} £^°-<х> с 
сохранением направления (монотонно). В самом деле, пусть 
даны прямые ({/х.} U {^Y.})itTloo. По ним однозначно 
строится множество (2), и так как / сохранит полученную 
конструкцию, то утверждение очевидно. 

Сдвигая М вправо (влево) на d/2, ..., d/2k, ..., получим 
на L всюду плотное множество L0 , которое изометрично С 
точностью до множителя к ^> 0, т. е. гомотетично отобра
зится на орицикл Z/, аналогичный L для / (М). L0 = f (Ь0), 
L0 — всюду плотное множество на U. 

Пусть X — произвольная точка на L. Тогда существу
ет последовательность {Zn}^L1 cz: L0, монотонно сходя
щаяся к X. Пусть У — предельная точка на U для по
следовательности {/(Xn)}n-=i. Покажем, что У — / (X). 
Пусть 

{Z 1 ,Z 2 ,Z 3 ,Z 4} = ( D x r i { ^ = 0 } ) \ f i f 

Ф{=ЦГ[Ь (1 = 1 ,2 ,3 ,4 ) , 

причем W± < W2 < W3 <C W4 на L (где можно ввести 
порядок). Тогда существуют последовательности 
{Wt (n)}Z=i cz L0 (i = 1, 2, 3, 4) такие, что И^ (и) < 
< Wt (n + 1) (i = 1, 3), Wj (n) > W, (и + 1) (/ = 2, 4) 
и lim Wt (n) = Wt {i — 1, 2, 3, 4), причем W2 (rc) симмет-

рична W 3 (п) относительно X на L. 
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Fij,ki — (n — 2)-мерйОё множестЁо, пересекающееся с 
прямой 1ц,к[ лишь по одной точке и лежащее в гиперплос
кости, перпендикулярной к {х1 = 0}. 

Множество 

Si5 - U Cku T = {(i + к, ) + V), (I + к, j + k + l}t2-„ 
kl<=T 

назовем цепочкой. Пусть S есть цепочка, получаемая из 
цепочки Stj смещением ее А — параллельно самой себе в 
направлении Xt Х г _ ь 7+1. Если /, F обозначают в S мно
жества, полученные из lij,hii'Pij,kii T<)> двигая S так, что 
Рц,ы П F ф 0., видим, что S может пересекаться только 
с цепочками Si-m,j (т = 0, 1, 2, 3, 4). После отображения 
вся эта конструкция сохранится (в силу ее «жесткости»), 
и если соответствующие объекты обозначать теми же сим
волами, но со штрихом, то не может быть, чтобы F' f| 
II hj.m Ф Ф (а значит, и Р[иш [\ V ф ф). Действитель
но, до отображения, при п .= 3, F П Рц,м е с т ь точка, а 
после отображения имели бы две точки в силу того, что 
Р' П к],ы и Fij,ki П I' дают по точке; а при п > 3, F [\ 
П Рцм е с т ь (п — 3)-мерное множество, континуум точек, 
а после отображения имели бы только две точки. Это бы 
противоречило биективности отображения /. Итак, точки 
множества Ftjiki переходят при отображении в аналогич
ные точки, а это означает, что / (ln,hi) = к], ки т- е. пря
мая на конусе Ctj переходит в прямую на конусе C[j = 
= / ( С « ) . 

Итак, прямая на конусе Сх переходит в прямую на 
конусе / {Сх). 

Ь) Пусть Рг и Р 2 — двумерные плоскости Лобачевско
го, различные, и Рг {] Р2 = lx. / отображает Рг, Р2 в 
Лп , сохраняя прямые, получаемые при пересечении Рг 
(i= 1, 2) с конусами Сх, когда X G Pt. Покажем, что 
/ (Pt) есть 2-плоскость Лобачевского. 

Если 1г, 12, к П к Ф Ф — Две прямые, лежащие в Ри 
сохраняющиеся при отображении /, то существует третья 
такая же прямая /3, что 13 (] кф 0 , /3 П к Ф Ф-> h c— 
сг Рг. Рассматривая / (Л71) в модели Бельтрами (где про
странство Лобачевского рассматривается как единичный 
шар в аффинном пространстве), видим, что / (lt) (i = 1,2, 
3) изобразятся тремя Л-прямыми, имеющими общие точки. 
Двигая /3 по Рх так, что /3 П к ф 0 , 13 П к Ф Ф-, полу-
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чим, что кусок 2-плоскости Рг перейдет в кусок 2-плоскос
ти. Так как с помощью 1и /2, /3 м,ожно исчерпать всю плос
кость Ри то легко убедиться, что / (Рг) в модели Бельтра-
ми изобразится двумерной плоскостью, т . е . / (Рх) есть 
2-плоскость. Итак, / (Рх) и / (Р2) есть 2-плоскости. Тогда 
/ (1Х) = / (Pt П Р2) = / (Pi) П / (iPa) есть прямая, кото
рая есть прямая Z/да в силу а) и уравнений (1), т. е. ось 
конуса Сх переходит в ось конуса С/да. 

с) Пусть Р — произвольная 2-плоскость такая, что 
Р ZD 1х- Тогда на плоскости Р выполнены условия леммы, 
так как / (Р) есть 2-плоскость. Значит, / есть гомотетия на 
Р и так как Р — произвольная плоскость и / (Сх) = С/да, 
то / есть гомотетия в Лп , т. е. / есть движение. 

3. Пусть Кх — множество, получаемое вращением эк-
видистанты ех, проходящей через точку X вокруг оси lXl 
причем угол <£ (ех, 1х) = а один и тот же для любой точки 
Х б Л п (п > 2). 

В модели Пуанкаре Кх есть пересечение полупростран
ства {х1 > 0} с аффинным конусом. 

ТЕОРЕМА 2. Если /: Лп -> Л п биективно и непрерывно 
и / (Кх) = Kf^x), то f есть движение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что эквидистанта, 
принадлежащая Кх, переходит в эквидистанту на if да 
(достаточно рассмотреть Кх П Ку при У е= Кх, Y =f= X). 

a) Пусть Е = (J Ку, где ех эквидистанта на Кх- Е 

есть пересечение {х1 ^> 0} с аффинным полупространством 
плюс сама эквидистанта ех, и / (Е) — аналогичное мно
жество. В силу непрерывности / это означает, что каса
тельная ^-гиперплоскость к Кх переходит в касательную 
^-гиперплоскость к К /да. 

Пусть I — ^ -прямая , ^-параллельная .^-гиперплос
кости {а;1 = 0} . Ее можно представить как пересечение 
касательных ^-гиперплоскостей к Кх, X G / . Но тогда 
/ (I) есть аналогичная ^ -прямая . 

Если Р — 2-плоскость, Р ZD lx, то в силу выше ска
занного на ней есть три семейства ^-параллельных 
^-прямых, сохраняющихся при отображении /. Значит, 
/ (Р) есть 2-плоскость. 

b) Пусть Х0 е {ж1 = 0} и 
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Пусть Xj E ex, ( i = l , 2). Рассматривая Kxv KY, где 
{У} = i ^ , П #x2 П Р, получим, что если f(Kx) не 
есть множество К2, Z (Е {х1 = 0}, то / (ех0) П / (е%,) = 
= 0 на {ж1 = 0}. Но тогда существует точка S, такая, что 

Ks czf(KY\ {Кх, U Кх2)), 
Ks(]f(P) = el\)<*, 

f{P)(\ Ks[\f{Kx) = el[\e)(X)=}=<t>,\ 

/ (Р) П * s П / (Я*,) = 4 П е) {Х) ф ф. ) (3) 

Возвращаясь к прообразам, видим, что если учесть соот
ношения / (е\) = е\хг), / (ех2) = е/(х2), то для точки S 
нет прообраза, так как в противном случае в силу биек-
тивности / нарушились бы условия (3). 

Итак, при отображении /множество Кх, X Ez {х1 = 0} 
переходит в множество Кх*, X* ЕЕ {х1 = 0}. 

с) Подразумевая теперь под Кх — ^-конусы в .4", 
продолжим / на все аффинное пространство Лп\ 

( /(X), 1 Е Л П , 
F(X) = \X\ x e { ^ = 0}f 

где о — симметрия относительно {х1 = 0}. F: Ап —̂  Ап 

биективно и F (Кх) = Kh\x), но тогда по теореме 
А. Д. Александрова [1], F есть аффинное преобразование, 
т. е. в координатах его можно записать в виде 

pi (*) = Х=1 <xk + ai (* = 1 , . . . , »). (4) 
Так как F ({х1 = О}) = {х1 = 0}, то 

а\ = 0 (к = 2,...,п), а1 = 0. 

Если А — матрица, соответствующая (4), то можно за
писать 

А = HU, 
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где 0. . . бч 0. . . 0 

Н = 
Нг 

и = Ux 
кО 

и Нх — эрмитова, a Ux — унитарная матрицы. 
Так как образ ^-сферы х ,22 + хп' = № есть 

(п — 2)-мерная ^-сфера в {х1 --= 0}, то отсюда следует, 
что Нг — единичная матрица. 

Далее, векторы (1, + tg а, 0, . . . ,0) , (1, 0 + tg а, 
0, . . . ,0), . . . , (1, 0,...,0, + tg а) переходят под действием мат
рицы Н в векторы, имеющие угол а с вектором (1, 0,...,0): 

4 
cos а = тт- (i = 2, ., 

;V2 

п), 

откуда 
- (a})2 tg2 а + 2а[ tg а + tg2 а + Д = 2 (а*)2 = 0, 

(i = 2,, 
Из этих уравнений получаем 

. .»). (5) 

я* = я ' , ai = - ai 
и, значит, 

а? = а* = 0. 

1. 

О, 

а 2 = а\ 
Из (5) тогда следует, что а\ 

Итак, 
/ ( X ) = UX + а, а = (0, а2, 

которое можно представить в виде произведения симмет
рии, изображающих движение. Значит, / есть движение. 

З а м е ч а н и я . 1. Лемма доказана без требования 
непрерывности отображения /. Аналогичная лемма в евк
лидовой геометрии не верна без этого условия. 

2. Из леммы и пункта а) доказательства теоремы 1 вид
но, что конусы могут быть не обязательно круговыми, а 
достаточно произвольными. 
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