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ЦИКЛИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ   

В МОДЕЛЕ ПРИРОДНЫХ ЯВЛЕНИЙ  

«ОПОЛЗНИ-ЗАТОПЛЕНИЯ-ЗЕМЛЕТРЯСЕНИЯ»   

Рассмотрим стихийное природное бедствие, которое 

включает оползни, ливневые дожди, сопровождаемые 

затоплениями местности, и землетрясения. Причинами оползня 

выступают дожди, или наводнение, землетрясения, или всё 

вместе. Описанное бедствие моделируем посредством следующей 

системы дифференциальных уравнений:  

  ,  (1)  
где x – смещение оползня [1], характеризующие состояние 

оползня, w – средняя величина глубины воды при затоплении, 

смещение в разломе [2].  
Второе уравнение в (1) получено следующим образом. Мы 

рассматривали случай многосуточного ливневого дождя, когда 

вода поступает на изучаемую местность в форме осадков (дождь) 

и посредством затопления местности, вышедшей из берегов реки.   
Пусть w – средняя величина глубины воды. Примем, что 

существует величина R > 0 такая, что если 𝑤2<R, то скорость 

изменения величины w положительна, т. е. вода прибывает, но 

когда w превысит R, то вода, уровень затопления начинает 

спадать. Другими словами, уровень воды не может бесконечно 

расти до «небес». И отчасти этому, предполагаем, способствуют 

дождевые осадки. Сказанное можно описать посредством 

уравнения  

𝑑𝑤

𝑑𝑡
=𝜌𝑤(1 −

𝑤2

𝑅
) -𝛼𝑟, 

где 𝛼, 𝜌=const 

В первом уравнении системы (1) мы учли (нелинейное) 

влияние затоплений и землетрясений на сход оползней, а во 

втором уравнении возможное влияние оползня на затопления 

(например, оползень может перегородить русло реки и вызвать 

затопление; существуют также оползни-потоки, порождающие 

затопления). Третье уравнение независимо от первых двух, 

поскольку трудно говорить о том, что оползни, дожди и 

наводнения могут влиять на землетрясения.  
Нас интересует возможность перехода стационарных 

равновесий в циклическое равновесие, известного под названием 

«бифуркация Андронова-Хопфа». Иными словами, хотелось бы 

получить ответ на вопрос о том, могут ли оползневые смещения и 

уровни затопления, а в случае системы (1) еще и подземные 

толчки «ходить по кругу», т.е. изменяться с течением времени по 

замкнутой кривой в соответствующем им пространстве 

состояний.   
Для того чтобы убедиться в наличии циклов в системе (1) 

воспользуемся вариантом теоремы о бифуркации 

АндроноваХопфа из [3].   

Очевидно, = 0 и  вещественный корень 

уравнения  являются стационарными 

равновесиями системы (1), т.е.  
𝑑𝑥

𝑑𝑡
(𝑥0,𝑤0,𝑧0) =

𝑑𝑤

𝑑𝑡
(𝑥0,𝑤0,𝑧0) =

𝑑𝑧

𝑑𝑡
(𝑥0,𝑤0,𝑧0) = 0. 

Нам необходимо найти собственные числа  матрицы  
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(𝑥0,𝑤0,𝑧0).                                        

Вычисляя, находим 𝜆1,2 =
1

2
{−(𝐻 − 𝜌) ± {−4𝛼𝑟2𝑧0 − (𝐻 +

𝜌)2}
1

2𝑖,    𝜆3 = −3𝑧0
2 − 𝑝 < 0, где мы приняли, что (𝐻 + 𝜌)2 <

−4𝛼𝑟2𝑧0.  Считая  , полагаем, что 
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𝑅𝑒 𝜆1(𝜇0) =
1

2
(𝜇0 − 𝐻) = 0. 

Тогда поскольку 𝐼𝑚𝜆1(𝜇0) = {−4𝛼𝑟2𝑧0 − (𝐻 + 𝜌)2}
1

2 >0 и  
𝜕 𝑅𝑒 𝜆1(𝜇0)

𝜕 𝜇
=
1

2
≠ 0, то выполнены условия теоремы Бо Санга из  

[3]. Следовательно, у системы (1) существует семейство 

предельных циклов. Обнаружение таких циклов, например, на 

Северном Кавказе, – это серьезное научное исследование.  
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