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Т. XVII, № 5 

СИБИРСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ 

Сентябрь — Октябрь 1976 

УДК 519,46 

А. К. ГУЦ 

ИНВАРИАНТНЫЕ ПОРЯДКИ 
НА ТРЕХМЕРНЫХ ГРУППАХ ЛИ 

В статье А. Д. Александрова (') показано, что изотонный (т. е. со­
храняющий порядок) гомеоморфизм коммутативной группы Ли на себя 
будет автоморфизмом, если порядок не является жвазицилиндрическим. 
В ( 2) дан пример некоммутативной группы Ли, где имеет место анало­
гичный результат. 

В связи с этим нас интересовали следующие вопросы: 
1) на любой ли некоммутативной группе Ли существует инвариант­

ный порядок; 
2 ) являются ли соответствующие изотонные гомеоморфизмы авто­

морфизмами; 
3) насколько понятие квазицилиндрического порядка отвечает тому 

исключительному случаю, для которого теорема типа Александрова не 
имеет места. 

В данной работе мы приводим частные результаты, касающиеся 
лишь связных односвязных трехмерных групп Ли, т. е. универсальных 
накрывающих трехмерных групп. 

Оказывается, инвариантный глобальный порядок для этих групп не 
столь уж и редкое явление, а значит, результат А. Д. Александрова мо­
жет быть распространен и на некоммутативные группы. Однако квазици­
линдрические порядки при этом теряют свой исключительный характер. 

Две группы остались неисследованными. 

§ 1. Определения 

1.1. Пусть GN— га-мерная группа Ли. Предположим, что каждой точ­
ке i e G „ сопоставлено множество РХ, причем выполнены условия: 

1) хеаРх; 
2 ) если у^Рх, то РУ<^РХ; 
3) если х\фу, то РхфРу. 
Тогда на Gn легко ввести частичный порядок, полагая х^у тогда и 

только тогда, когда у^Рх. Если условие 3) не выполняется,, то говорим 
о предпорядке. 

1.2. Порядок называется инвариантным, если для любых элементов х 
и у имеет место равенство 

ЗС ' Р у Р X • у-

1.3. Отображение f'.Gn-*-G„ называется изотопным, если оно едини­
цу переводит в единицу, т. е. /(е) = е , и для любого ж е С „ имеем 

f(Px)=PHx), 

т. е. х^у влечет f(x) ^f(y). 
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1.4. Пусть L и Н (L П # = {e})— соответственно однопараметриче-
ская полугруппа и (га—1)-мерная подгруппа га-мерной группы Gn. Обо­
значим через L(g) (e^g) подмножество полугруппы L, гомеоморфное 
отрезку [0, 1] вещественных чисел, причем е ж g при этом гомеоморфиз­
ме отвечают концам 0 и 1 из [0, 1]. Далее под [а, Ь] подразумеваем та­
кое подмножество группы Gn, для которого существует h^Gn такой, что 
Л-[a, b]=L(g) ш h-a = e, h-b — g. 

Определим отображение dL(g)H следующим образом: 
(1) dL(g)H есть гомеоморфизм Gn на себя; 
(2) dL{g)H отображает всякий смежный класс hH на класс h'H, при­

чем оно действует на hH как левый сдвиг, т. е. 

dHe)n{hH)=h"-hH; 

(3) d 4 e ) H всякий «отрезок» [я, Ъ] отображает на точно такой же 
«отрезок». 

1.5. Квазицилиндром Q[L(g), Н] называется такое множество, образ 
которого при отображении dHg)H получается из него самого левым сдви­
гом, т. е. найдется t^Gn, что 

dHg)H(Q[L(g), Н]) =t-Q[L(g), Я ] . 

Случай, когда L(g) совладает с L, не исключаем, и такой квазицилиндр 
обозначим через Q[L, Н]. 

Если Li, ..., Ln — n различных однопараметрических полугрупп 
группы Gn, то их декартово произведение будет квазицилиндром Q[LU 

Н{], где Н{— (га— 1) -подгруппа, порожденная однопараметрическими 
подгруппами L^, . . . , Ь{—ь £ г + ь ••• •, Ln, где Lj cz Lj. 

§ 2. Трехмерные алгебры Л и и группы Л и 

Поскольку мы не располагаем общим методом для решения интере­
сующих нас вопросов, трехмерные группы Ли для нас интересны тем, 
что для них имеется всего девять вещественных неизоморфных видов 
алгебр Ли, т. е. представляется возможным изучить каждую группу Ли 
G3 в зависимости от структуры ее алгебры Ли. 

2.1. Выпишем трехмерные алгебры Ли g3 (см. ( 3 ) , с. 72). 
Разрешимые 
g 3 I) [XiXj] —0 (i, 2, 3) ; 

ЯзП) [ Л ' , Х , ] = 0 , [X2X3]=Xh [ Z 3 X i ] = 0 ; 
g 3 III) [X:X2]=0, [X2X3]=0, [XxX^Xu 
g3W) [ X , X 2 ] = 0 , [Х2Х3]=Хг+Х2, [XlX3]=Xl; 

g3V) [ X , X 2 ] = 0 , [ X 2 X 3 ] = X 2 , [X1X3)=X1; 
g3YI) № Z 2 ] = 0 , [X2X3)=qX2, [X1X3]=X1 (дф(), 1); 
gsVU) [ Х , Х 2 ] = 0 , [X2Xi]=-Xl+qX2, [ X , X 3 ] = X 2 ( g 2 < 4 ) . 

Неразрешимые 
g 3 VII I ) [ X , X 2 ] = X b [X 2 X 3 ] .=X 3 , [ X I X 3 ] = 2 A ' 2 ; 

g3ix) [x1x2]=x3, [x2x3]=xu [x3xl]=x2. 
2.2. Нас будут интересовать только связные односвязные группы Ли. 

Для алгебры Ли g3 существует полная связная односвязная группа Ли G3 
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с алгеброй Ли, изоморфной данной ( ( 5 ) , с. 256). Причем эта группа Ли 
в случае разрешимой алгебры Ли гомеоморфна евклидову пространству 
Е3 и, значит, некомпактна ( ( 4 ) , с. 432). 

Поскольку все группы Ли с алгеброй Ли, изоморфной данной, ло­
кально-изоморфны ( ( 5 ) , с. 253), то связная односвязная группа Ли сре­
ди них является единственной с точностью до изоморфизма ( ( 4 ) , с. 374). 
По сути дела, эта группа Ли является универсальной накрывающей. 

Связную односвязную группу Ли с алгебрами Ли g3l—g3lX. будем 
соответственно обозначать через G 3 I—G 3 IX. 

2.3. Очевидно утверждение: если группа G имеет инвариантный по-
рядок, а группа G' изоморфна G, т. е. G=G', то группа G' также облада­
ет инвариантным порядком. 

§ 3 . Порядки на группах Ли G3I — G3YT и G 3IX 

3.1. Порядок Ре назовем хорошим, если 
1) Ре содержит внутренние точки; 
2) ( ехр )^ 1 (Ре) содержит луч, исходящий из нуля. 

Нас интересуют лишь хорошие порядки. 
3.2. Мы говорим, что группа G обладает ^-свойством, если на ней 

существует инвариантный хороший порядок, всякий изотопный гомео­
морфизм которого группы G на себя является автоморфизмом. 

3.3. Т е о р е м а . Группы Ли G 3I—G 3V и G 3VI ( 0 < < 7 < 1) обладают 
Sfi-Свойством. Группа G 3IX не имеет хорошего порядка. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Группу G 3 представим как группу преобразо­
ваний, действующую просто транзитивно на некотором достаточно хоро­
шем пространстве М. Это пространство М будет у нас либо евклидовым 
Е3, либо гиперболическим Л3, либо сферой S3. 

Фиксируем точку х0^М. Тогда легко устанавливается гомеоморфизм 
Ф между М и G 3 

G33g-+g(x0)^M. (!)'• 

Если теперь Р-инвариантный порядок на G3, то семейство [Рх'хе=. М}, 
где Рх = ф ( Р ф — i ( x ) ) , задает инвариантный относительно G3 порядок на Мг 

т. е. для любых ж е М и g^G3 имеем g (Рх) = Pg(x)- Обратно, если {Рх} — 
инвариантный относительно G3 порядок на М, то {Pg:geG3}, где 

pg = <r1 

— инвариантный порядок на G3. 
В силу этого достаточно исследовать вопрос об инвариантных отно­

сительно G3 (Gs-инвариантных) порядках на М. 
a) G 3I. Здесь М=Е3 и G 3I — группа сдвигов. Наличие ^-свойства 

на G 3I следует из результатов А. Д. Александрова ( ' ) . 
b) G 3 II . Здесь М=Л3. Удобно перейти к модели Пуанкаре- Л3 про­

странства Л3: Л3={(х, у, z ) e £ ' 3 : z > 0 } , где х, у, z — прямоугольные де­
картовы координаты. Группа G 3 II состоит из преобразований вида 

g:{x, у, z)-+{x+a,, kx+y+$, (1+X)z) , 

где Я > — 1, а, р*—вещественные числа. Инфинитазимальные операторы 
таковы: 

д д д . д 



Инвариантные порядки на трехмерных группах Ли 989 

Сз11-инвариантный порядок задается квазицилиндром 

Р (о,о,а, = {(ж, у, z)^JI3:x^0, y^{a—l)x, z ^ a } , ж 0 = ( 0 , 0, 1), 
и Рх, Pv в случае равенства их z-координат получаются друг из друга 
параллельным переносом. Покажем, что изотонный гомеоморфизм / 
(f(x0) —х0) в случае данного порядка будет иметь вид 

/(^, У, г) — (цх, \ху, z). (2) 

Обозначим через Г Ж о , Г^ , Г Х о соответственно грани трехгранного угл&дРХа, 
лежащие в плоскостях, задаваемых уравнениями z.= l, х=0, у = 0. По­
ложим Тг

х = g (Г Ж о ) , где g(=G3 таков, что g(x0) =х. 
Пусть 

п£= и т\х,уМ, п а = и rfa,y,2), n 3

P v = и r?X i V i P ) + (оГтГо), Р>о. 
(х,у) (v,z) у=(Р—1)х 

Ясно, что Til — плоскость {z=A,} , Па —полуплоскость {х=а, z > 0 } , 
а П р т —полуплоскость {г/= (j}—1).т, z ^ p } . Так как / — гомеоморфизм, 
а n|v имеет край, то образом П ^ будет только Ир-у. Поскольку для 
любой Их существует Пр 7 такая, что П^ П Пр т = 0 , образом будет 
только Н\', ибо любая П« пересекается с любой Hp v . Отсюда следует, 
что / сохраняет семейство z-координатных линий и координатную плос­
кость { z = l } . Но тогда / имеет вид 

f(x, у, z) = (fi(x, у), f2(x, у), / 3 ( z ) ) . 

Заметим, что если $ и р 2, различны и р\, р 2, рз<1> то пересечения 
П* П Пр 1 | 7,П^ П Щгу, И{ П Пр^ задают н а П ? = { г = 1} три семейства па­
раллельных прямых, которые / отображают на три семейства параллель­
ных прямых. Но тогда / аффинно на П*, т. е. 

h(x, У)=а-х+Ъ-у, f2{x, y)=cx-\-dy 

(см. ( ' ) , с. 12). 
Поскольку прямые {х = 0, z = l } и {у=0, z = l } переходят сами в 

себя, то 6 = с = 0 , т. е. fi(x, у)=ах, f2(x, y)=dy. 
Числа a, d положительны, ибо f{PXo) = Рх„-
Так как /(Р (о,од)) = р , d \ = ^(o,o,/,(W), то /з(Я) =d/\ja. 

Но /з(1) = 1. Откуда d=a—\i и / 3 ( z ) = z. Тем самым формула (2) 
доказана. Изотонный гомеоморфизм f'-JI^—УЛ3 индуцирует изотонный го­
меоморфизм f: G3II —>- G3II, определяемый посредством (1), т. е. 

f(g)^f(g(*o)). (3)' 

И обратное тоже верно. Покажем, что f — автоморфизм. 
Пусть gu g2<=G3U и 

Ф 

gi(x, у, z)=ix+au Ux-\-y+$u ( l-fXi)z), gi-+{<xu p\, ( 1 + Я 0 ) , 
Ф 

g2(x, y, z) = (x+a2, k2x+y+$2, (1+X 2 )z ) , g 2 - > ( a 2 , $2, (l+fo)). 
Тогда 

g2gi^g2(gi(x0)) — (al + a2,%2al + $l+$2, ( 1 + ^ ) ( 1 + 1 2 ) ) (4) 
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определяет закон перемножения в группе G 3 II. 
Далее, 

Ф 

f (g2gi)^f{g2gi{xo)) = (ц«1+ца2, ul 2 ai+p, |3i + u.p2, ( 1 + Я 2 ) ) , . (5> 
Ф 

/ (gi)-*7(Si (*<>)) = ( ц а ь ц р ь (1+ЯО), 

/ Ы ^ / ( ^ ( ж о ) ) = (ра 2 , рр 2 , ( 1 + Л 2 ) ) . 

Перемножая элементы f (g\) и / (g2) по закону (4) получаем 

f(g2)f(gi)^{\ial+iia2, p X s a i + p P i + p ^ , (1+М) ( 1 + Я 2 ) ) . (6>-

Сравнивая (5) и (6), заключаем, что 
f(g2)f(gl)=f(g2gl), 

т. е. f •— автоморфизм. 
Значит, G 3 II обладает ^-свойством. 
с) G3III. Берем М=ЛЪ и в Л% группа G 3 III задается преобразова­

ниями вида 
g: (х, у, z)-+-(x+a, Ху+$, Ь ) , х0= (О, 0, 1), 

где Я, 2 > 0 . 
Порядок здесь следующий: 

P(Q,o,K)={(x, у, г)<=Л3:х^0, y^hx, z^X}„ %>0, (7} 

и Рх, Ру равны и параллельны для х п у с одинаковой z-координатой, т. е. 
при z(x) =%(у). 

Обозначим через ТХе, Г Ж о , Г Ж о соответственно грани трехгранного угла-
дРХо, лежащие в плоскостях, задаваемых уравнениями z = l , х—0 и у—х. 
Положим Тх = g (r^J, где g e G 3 таков, что g(x0) =х. 

Пусть 

п|,= U Г?*.„.е) + (0, у, 0), р>о. 

Очевидно, что Il{={z=X}, П« = {х = a, z > 0}, а Пр 0 ={г /=рХ Z > P I -
Тогда так же, как и в пункте Ь), убеждаемся, что / имеет вид 

f(x, у, z) = (axA-by, cx+dy, / 3 ( z ) ) . 

Так как прямые {х=0, z = l } , {у=х, z=l} переходят сами в себя, то 
Ь~0 и d+c=a. Так же, как в конце пункта Ь), убеждаемся, что 

f3(z) = (zd-\-c)/a. 
Далее, луч L={y=0, z—A, х^О} отображается на луч L', лежа­

щий В { z = l } И ИСХОДЯЩИЙ ИЗ ТОЧКИ XQ. 
Но L является пределом лучей 

Ln = П1/п,о П {z = 1} П {х > 0} при «-»- ос. 

Так как / — гомеоморфизм и 0} П {г/>0}) U {.т--0, г/=0} = U Р (о,о (м,. 
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то V является пределом лучей 

H/.<i/»).o П П {*>0} и / 3 ( 1 / в ) — - > 0 . 

Отсюда следует, что L'—L. Но тогда с = 0 , a=d=\i, т. е / имеет 
вид (2). Тривиальная проверка показывает, что / — автоморфизм. 

Рассмотренный нами порядок — квазицилиндрический. Таким явля­
ется, например, и следующий порядок: 

" ( О , О, Я) = {(ЗА, у, г ) е 1 3 : ф ^ а?>0, j , > 0 } , (8) 

и Р*, Pj, равны и параллельны при z{x)=z(y). Этот порядок сохраняет­
ся при отображениях вида f(x, у, z) = (fi(x), /2(г/), / з (г ) ) , где /* — в об­
щем-то произвольные функции. Причем эти функции можно взять так. 
чтобы f не было автоморфизмом (например, если / 3 (оф) ^ / з ( а ) / 3 ( Р ) ) . 

На G 3 I I I существует инвариантный порядок, не являющийся квази­
цилиндрическим 

Л « . е . м = { ( * . 0» z)=JP:Xa(!?+y2-{z-K)*^0, z^X} + (a, р\ 6f. 
Думается, и по отношению к нему f является автоморфизмом, хотя 

для наших целей это уже неважно. 
d) G3YV. Полагаем М=Лз, и на Лз группа задается преобразованиями 

g:(x, у, z)^((l+X)x+Xy+a,, (l+k)y+$, (1+Я)г) , Я > - 1 , z > 0 . 

Инвариантный порядок здесь такой, как и в пункте Ь) ° . Доказательство 
дальнейшего аналогично Ь). 

e) G3V. М=Л3, а группа G3V имеет вид 
g:(x, у, z)^~(Xx+a,'Ху+$, Яг). 

Наличие .^-свойства показано в ( 2 ) . Эта группа, как 6?31, изучена 
более глубоко, чем все прочие. 

f) G 3VI ( 0 < д < 1 ) . М=Л3, и для G 3VI имеем в Л3 

g:(x, у, 2 ) - > ( ( 1 + Я ) х + а , (l+Xq)y+i

a>, (1+Я)г) , 
где Я > — 1 , г > 0 . 

Инвариантный порядок, указывающий на наличие ^-свойства, здесь 
таков: 

Р{а,о,ц={\х, у, 2 ) е Л 3 : г / > 0 , х^ [Я/(1+(Я— l)q]y, z^X}, Я > 0 , 

и Рх, Ру равны и параллельны при z(x)=z(y). 
Так же, как в пункте с), устанавливается, что изотонный гомеомор­

физм имеет вид (2). Проверка того, что f:G3-^-G3 будет автоморфизмом,, 
тривиальна. 

g) G3IX. Алгебра Ли #з1Х — полупроетая и компактная. Поэтому 
G 3 IX компактна ( ( 4 ) , с. 446,483). Но тогда G 3 I X ^ S U ( 2 ) ((*), с. 498, Е ) . 
Так как (ехр)7 А(Р) содержит луч, то Р содержит однопараметричеекую 
полугруппу 7(f), f e [ 0 , + 0 0 ) . Пусть F(t), t^(—00, -foo),— однопара-
метрическая подгруппа, содержащая 7(f). Замыкание T(t) подгруппы 
T(t) является абелевой подгруппой Ли группы G 3IX, причем связной и 
компактной. Значит, F(t) — тор ( ( 6 ) , с. 260). Так как максимальный тор 
группы SU(2) является одномерным ( ( 6 ) , с. 272), то Г(t) — замкнутая 
кривая. Тогда найдется a=T(to), что афе, е < я и as^e. А это противо-
чит третьей аксиоме порядка (ом. § 1). Теорема доказана. 

') Точнее, Р ( 0 > 0 j K ) = {у^О, х^(а-1)у/а, z^a], а>0. 
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§ 4 . Выводы 

В начале статьи мы сформулировали три вопроса по порядкам на 
группах Ли. Теперь мы можем ответить на них следующим образом. 

1) Глобальный инвариантный порядок существует на целом ряде не­
коммутативных групп Ли. 

2) Теорема типа Александрова (') имеет место для группы G 3 V (см. 
( 2 ) ) , а для прочих групп ее нельзя сформулировать в том же.виде, как 
это сделано в ( ' ) . Поэтому мы говорим лишь о наличии ^-свойства. 

3) Основным затруднением является то обстоятельство, что для 
групп G 3 II—G 3 IV и G 3VI понятие квазицилиндрического порядка не 
приводит к исключительному случаю, как это имеет место для G 3 I и G3V 
( ! > 2 ) . Об этом говорит наличие на G 3 III таких квазицилиндрических по­
рядков, как (7) и (8). 

4) Рассматривая группы G 3 I—G 3 VI, видим, что если они обла­
дают однопараметрическими полугруппами L\, L2, L3 такими, что: (а) Р— 
=L{XL2XLo, — квазицилиндрический порядок; (Ь) для любого g^L3 

имеем g [L[ X L3) = b[ Х Ь'3, g (L2 Х L3) — L'2 Х LS, где In — однопа-
раметрическая подгруппа, содержащая Lt (i=l, 2, 3) ; (с) LixL2 — 
абелева подгруппа, то изотонное отображение Р не обязано быть авто­
морфизмом. 

Свойства (Ь) — (с) как раз и отличают порядки (7), (8). Быть мо­
жет, исключительный случай в теореме типа Александрова и сводится к 
квазицилиндру со свойствами (а) , (Ь) й (с). И тогда, вполне возможно, 
в группе G 3 II любое изотонное отображение будет автоморфизмом (для 
хорошего порядка). 

В заключение заметим, что методом, изложенным выше, можно изу­
чить наличие «^-свойства у четырехмерных групп Ли. Для этого исполь­
зуется классификация вещественных четырехмерных алгебр Ли (см. ( 3 ) ) . 

Поступила в редакцию 
21 января 1975 г. 
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