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xi
′

= xi
′

(x0, x1, x2, x3), i′ = 0, 1, 2, 3,
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∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂x

i′

∂xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ �= 0.
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′

= f i′(x0, x1, x2, x3), i′ = 0, 1, 2, 3,
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� ��� M , ��� ���� ���������� ��� ������� ���
��� (Mα)α∈A� �� �� ∪αMα = M � �
����
��� �����!� Mα � ����� �� 	��������� ���	
������ ϕα : Mα → Uα� !�� Uα ⊂ R

n , ���
���
�������������

�
������!���� ��� ����������  ������7
+8 ��� ��	�!� x ∈ Mα ∩Mβ � ����� �� Vx ⊂ Mα ∩Mβ � ϕ : Vx → U ⊂ R

n 9 	���/��� � U ,
���
��� ���������: �
� 0��� ���	
������ (ϕβ ◦ ϕ−1

α ) : ϕα(Vx) → ϕβ(Vx)� (ϕα ◦ ϕ−1
β ) : ϕβ(Vx) →

ϕα(Vx)� �������� ��������� 	
�
���� �
��������� ����� !�������� Cm (m ≥ 0) ; ������
!�������� & ��/�� ��
�%���8�

<8 ����� 	 �� 	�� x, y ∈ M � � ����� �� ���	
������ f : [0, 1] → V ������ ��� f(0) =
x, f(1) = y� � ���� f(t0) = x0 ∈ Mα, t0 ∈ [0, 1]� �� ��� ���% t ∈ [0, 1]� ���������� 	�����% � t0�
f(t) ∈Mα � (ϕα ◦ f)(t) , ���
�
���� ���	
������ ; ������ ���������8	�

��
� < Mα, ϕα > ��������� ������� ������ ��� ��������� ���������� �� M � =���)
� ������ A ���% �������% ��
� �� M �  ��������
����%  ������� +8� <8� ��������� ������

������ Cm�

>�� 
���% ������ A A′ ������ Cm �������
����� ���� �	?�������� �% �������% ��
� �	
�)
� �� ����� ������ Cm�

����� �	
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�� ������� ����� ������ ����� A1 ������� ����� ϕ : M1 → R1,
ϕ(x) = x, � ������ ����� A2 � ����� φ : M1 → R

1, φ(x) = x1/3. ����� ��
��� ��������

(φ ◦ ϕ−1)(x) = x1/3 ∈/ C∞.
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 Mn = R
n 
����� ���������� �����

ϕ :Mn → R
n,

ϕ : x→ (x1, ..., xn),

ϕ(x) = (x1, ..., xn), x = (x1, ..., xn) ∈Mn,

�����
���� �������

xi = ϕi(x) = ϕi(ϕ−1(x1, ..., xn)) = [ϕ ◦ ϕ−1]i(x1, ..., xn) = xi

�������� ����
���� C∞������
�
 �����
��
 �� R
n�

���������	�  ���������
� f : Mn → Nk� ��� Mn, Nk � Cm������
� ���������	
�� ��	����

��� Cm������
�� ��
 ��� ����� ����
 x ∈Mn 
 ���� ���� < Mα, ϕα > ���������	
� Mn 


< Nβ , ψβ > ���������	
� Nk� x ∈Mα� f(x) ∈ Nβ �����
� ψβ ◦ f ◦ ϕ−1
α ∈ Cm�

���������	� � ���������
� f : Mn → Nk� ��� Mn� Nk � Cm������
� ���������	
�� ��	����

��� Cm��
��������
	���� ��
 f ���������
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 ���������
� f, f−1 ∈ Cm�

����� �	� 
���������� ������������ ���	 �
�������� ��������	�� ������������
Mn, Nn ��������� ��� Mn 	 Nn�
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� �������������� � ������� � �
��#
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��' �����������#
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1��	� Mn � � �
�� ����������� � x ∈ Mn 2 	���� �� ��� 3�����	��� ���"�	�� {f}x
�������"��' � �
��' �	����"��( f : [0, 1]→Mn� 	���'� �	� f(0) = x�

��� 	��� �	����"��� f, g !��
��������� � � 
 � )����
���	��'+ !�
�	�� ��( 
����'
�	����"��( �  ���(  ��� ���( ���	 < Mα, ϕα >

(ϕα ◦ f)(t) = (f1(t), . . . , fn(t)) � (ϕα ◦ g)(t) = (g1(t), ...., gn(t)), t ∈ [0, 1],

��� df i

dt
(0) =

dgi

dt
(0) (i = 1, ..., n).

4� ��� �	��5�� ������ �	���	� �� ��������� ���"�	� {f}x �	����"��(� ��	��� ���#
����	 �� �� � ���� ������ �	��' �	����"��( [f ]x, [g]x, . . .

���������	� � "�����#��� ������ ξ � ����� x � �������� ���������	
� Mn $ !�� ���

!��
�������� ���������
� [f ]x� %������� �� ����� !��
�������� ���������
� ��	��

����� ������#��� &���������� � ����� x � ���������	
� Mn 
 ���	������� ��� Mn
x �

'�� ������� ξ � ����� < Mα, ϕα > �&�������� ��� �����
����(

ξ = (ξ1, ..., ξn), ξi =
df i

dt
(0).
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1��	� Mn � � �
�� ������������ )�������� ����
�� g �� Mn � �	� !�  �����"
���(
���
��	����( ����� gx(−,−) : Mn

x → R� x ∈ Mn� �����	��� (+ − ...−)� $  ��� ���( ���	
ϕ : U → R

n� ϕ(x) = (x1, ..., xn)�
gx(ξ, η) = gij(x

1, ..., xn)ξiηj ,

ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈Mn
x , η = (η1, ..., ηn) ∈Mn

x .
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���	 ���� !�� �5��� ��
��� !��
� "��� �	���� � ����� �� ��	�� �	����
g ��"�� !��
� "�	� � 	���� x  �5� � 	�� � ���� � � ����
���	�� !�
�	�� ��� �����(
fx : [0, 1]→Mn� ��
��6( ��	�� ξ = [fx]� 
�����7����� � 8�
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������ ������	�� ���������� � 	���� x ∈ Nk� ���� ����������� dfx : Nk

x → Mn
f(x)�

(dfx)
i(ξ) = ∂fi

∂xk (x)ξ
k, ξ ∈ Mn

x , ����	���� � ��
�������� � 	���� x� ���� dfx � ������	��

��� ���� f ��������� � ����� 	���� �����
����� Nk� 	� f ������	�� �������� � ���
!���������" ���� f ��
������� � ����� 	����� 	� � ��
������ �

Cm�������� �	�
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 .�������	�� Nk ⊂Mn� ��
���� �	���	��� �������� �����
������ ��
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������ � Mn� ���� �	�
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�����	�� ���������
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 �����	���� ����	��������� Nk �������� ���
	�	��

xi = F i(u1, . . . , uk) (k < n), i = 1, . . . , n,
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�� ������ J =
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∣∣∣∣ ∂xi∂uj
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���� M4 � N4 � 	
���� �������� ����������� ���	�������� ���������� h���������� W 5

�����M4 � N4� ��	�� ���������� ���	�������  �����	��������A4 ⊂M4 � ���� ∂A4 � B4 ⊂ N4

� ���� ∂B4 �  ���������� V 5 ⊂ W 5 � ∂V 5 = A4 
 B4 !��������� �����" ���#$ %�� M4 \ A4

��&&�����&�� N4 \B4 � int(V 5) !� �������  �����	��������" 	�������&�� R
4 × [0, 1]�

'�  ����� (������ )�*$ h��������� W 5 �
�%�� 	�������&����� M4 � N4� '���� ��	�$ A4

��&&�����&�� B4$ ����� ��# ∂A4$ � ���������� ����
�+�� τ : ∂A4 → ∂A4$ ���� �����������
τ : ∂A4 → ∂A4 ����$ %�� τ ◦ τ = id∂A4 $ τ �= id∂A4 � '��# ∂A4 ���� 	���
�	�%���� �&��� S3 )�,$
-� �,.��,/*�
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�%����� �� M4  ����
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�+�� ��� τ : ∂A4 → ∂A4�
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����  �� ��� ��%� '������$ �� ������������  �
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��	� ���	������� ���� !��
��" R4

��� � 5������$ ��
�� R
4
��� 6���
���������7 �  ���� 3��
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� ��%� '������ ).8*�
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�� 1����%���� R4 ��
��� ������� �� ��%� '������ � ��� ����
�$ %�� ����&&�����&���
��%� '������ ���� ����&&�����&��� R4.
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3��
��� � 1�� ���	�������� ;��#��� 5 �4�� �����+�� ��
��  �������$ ����
������ ��  ����
��� ���	�������� ;��#���

����� C � �� ����� ���	������� �����	�������� ;��#�� � ���� � τ : ∂C → ∂C ����
��
+�� ���� 2� �������� (C, τ) ������� �������$ ��
� τ  ����
������ �� ����	�������&����
���	�������� C$ �� �� ����� ����  ����
��� �� ������&&�����&�����
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���$ �
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���� �����	��������$  ����
���  ��������� �� � 1�����
%���� ���	��������$ 	�������&��� ��9������ )�<*� =
�  ���� (C, τ) � 	
���	� �����	��������
X $ ������ �������� C$ �������� �������� ������ !>?@A BCDEB" � ���	�������� X ����	 (C, τ)
� ����
����� � 	
���� �����	��������$  �
�%����� �� X ���
�����  �����	�������� C �  ��
���
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�������� �� �
�	�%���# �� ���	�������� X � ����� (C, τ) ���������� ������� ������������
X $ ��
�  ������  ���� � X ����	 (C, τ) �� ��&&�����&�� ��9������ ���	�������� X )�F*�

����� ����	
�� G������ n������� ������ ���������

Dn = {(x1, ..., xn) ∈ R
n : x21 + ...+ x2n ≤ 1}.

=�� Dn � n������� �� ���� ���	�������� � ���� ∂Dn$ ��
������� (n − 1)������# �&���#
Sn−1 = {(x1, ..., xn) ∈ R

n : x21 + ...+ x2n−1 = 1}�
����� ���� 	
���� n������� ���	�������� � ���� < Mn, ∂Mn >� G������ n������� k�������

h � �� ��������� Dk × Dn−k$  ��
������  ∂Mn ���
� ∂Dk × Dn−k �  ������ �
������
φ : ∂Dk ×Dn−k → ∂Mn� ����
��������� ���	�������� ������%����� � Mn ∪φ h�
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 �!�� "������� ���������� 	
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 ���������� 1���� ������� ��
�	��� L := {c1, ..., ck}�

���� �����	
��� 	� �������� ������
� M4 ↪→ W 5� N4 ↪→ W 5 �������
����
 ���
��������
�������  !"#�#$ %��	� &'(') * �+��,�
- �������
�� ���.����� /
�
�������� +�
����
���� %012)�
�34�! %����) 5 �����
��



�� ���� ����

���� �� ���� �����

���� ��	�
�� �	
� ���������� ���� D2
2,i� � ��	���� ci� ��
��� ����
 ��� f(D2) � ����

��� � M4� 
� � ������� 
	� �	���	����� �	
�� ���� �� !"#$% "&!'() ����� ��*�������	
�
�����+�	���	
�) ���������� f(D2) 
	�� ,
� ����� ����+�	���	��� ��,����
 ���� xi ����- .)-

/���� D2
2,i� +��� ��� ����������� ��0��� +� ���+���� �+��	��� ����	 xi- 1� 
����� �	��2

�
��� �	 
	��� ��	,�- 3����� ����� ���� D2
2,i �	� ����
 �����-

���� �� 	�
��
��
 ���� ��� ����� 
����
 ��� �� ����

���� �� ������������ ��
 ��! R4 ���� "# "���" #����������$� �����
%����& '����(� )��*��
# �+�&
����& � ���
 ��*�'�,���#
���� ����� 
����
! ���� ��� ����- �!

1� � �	0�� �	���������� ��	���	�
�� �����
�� ���	������� ����������4 ������ D2
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2,j = ∅ �i �= j)5

�) D2
2,i ∩ L = ci-

6+7�������� L ∪⋃
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��	��� �	 �
	��� k � �	����
��
�
���������� �����
���
� ����,���� ����
������� 
� ����� ����
 ������� ����- ?)-

@	����� ����������� �����D2
k,s ����������� �����
���
���N(D2

k,s) � ��������� +������,���

�+7�������� CH =
⋃

k,sN(D2
k,s) ⊂ M4� ����,	�� 	���� ������� (CH, ∂CH) � ��	�� ∂CH =

N(f(∂D2))-
A�,�	 :	����	CH �����
�� ����������� ������+�	����� ��
���� ����
���� �
���
� �2��,��

(D2 × R
2, ∂D2 × R

2)- >��
������
� ��+� ��,�� :	����	 ��**�����*�	 R
4� �� ��	+	� ����*�2

�	��� �����	�	�
 �� � R
4
���

� ���	�	���� �	� ���
������
� ���- B CD� E- �F?G-

������� � �H����	�� .ID.) ������ 	���� ������� (CH, ∂CH) �������	��� ������	���� ���
�	���� 	���� (D2 × R

2, ∂D2 × R
2)�

������� 	 �JKLEM� .IDI)  �!������� ��������� ����� 	���� ��������



� �������� �	
�� ������ �������������� ������������ ��������� � ��� ��

���� �� ��������	��� R
4 	 �
��� ����� ��		��� �������� ������ ��� ! "#$� �� % &'

���� �� ��������	��� R
4 	 
(�)* ����)� ��		��� �������� ������ ��� ! "#$� �� % #'

���� �� +�,�* ��		��� "%%� ��  '

���� �������	
� ����
� R
4
���

����� ������	�
��

����� Y n� Y m 	 �
����
������ ��
����������� ����������
���� �������
���� Xn+m� ���

�����	
���� 
	�� ������
��	� Y n 	 Y m �� ��
�������� ���� ����� ����� ����� ��
���������

�������
�� � ����� M4 � �������� �	���	������ ����	
���� ���������	� 	

a, b ∈ H2(M
4; ZZ) �������������� �	���	�������	 ����������	 A,B � M4�  ������	� !��

�� ������
��	� �������	� M4

QM4 : H2(M
4; ZZ)×H2(M

4; ZZ)→ ZZ

��� QM4(a, b) = A · B" ��� A ·B ���� 
	�� �
�� ������
��	� � A ∩B" ������ � ��������

������
���� �������� �������
�� ��� ����

K3 = {[z1, z2, z3, z4] ∈ CP 3 : z41 + z42 + z43 + z44 = 0},

����
�� ���� ����������� !"�������
����� � ���������� �"�������
����� #�� ���$��� ���
%"

������ &����
� ��� K3"���
%�������

'�
�� ��
�������� K3"���
%����� ����� ��

QK3 = E8 ⊕ E8 ⊕ (⊕3

(
0 1
1 0

)
) ≡ 2E8 ⊕ 3H,

����������	��
� �� A � B ������� � ����
 ���������� ��� ����������� �������������� ��������� A � B
�
��� � ������������� ���������� M4 ��� ���� ���� ����������� p ∈ A ∩ B� ������ �� ����� ����!���

������
� "��� ������������ ������ � Ap � Bp ��� ������������ ����� � M4

p � � ���� p ������������ ����
#$� � %$ & � �������
 ��!��� '(� )�*+�



�� ���� ����

��� ������	�� 
����	�� �������� ��� ����� ������ H � ��
���	�� �� �������������� ����
����� �

E8 =




2 1 0 0 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0 0 0
0 1 2 1 0 0 0 0
0 0 1 2 1 0 0 0
0 0 0 1 2 1 0 1
0 0 0 0 1 2 1 0
0 0 0 0 0 1 2 0
0 0 0 0 1 0 0 2



.

����������� 	 ��� i = 1, 2 ����� Dn
i ⊂Mn

i 	 
������ �������� � ����� φ : Dn
1 → Dn

2 	 ���

��������� ��������� �������������  ����� ���!��"���� (Mn
1 \int Dn

1 )∪φ|Dn
1
(Mn

2 \int Dn
2 ))

����#�� �������
���� !����#��� ��#� ����� Dn
1 � !����#���� ��#���� ����� Dn

2 � �
��

������� ���"������ φ� ����
���� �
����� ������ ���!��"����� Mn
1 � Mn

2 � �"����#����

��� Mn
1 	M

n
2 �

� ��� �����!��
�! ����	��	��

	mY = Y 	...	Y︸ ︷︷ ︸
m−���

.

" ��!

X = 	3(S
2 × S2) \D4.

"���	�����
� ��
��#	���� K3� ������
��$%�� ��������$ ��� 3H 
 ����� ��������	�� K3&
��
��#	����� ���	� �����! �� �������������� 
����	�� j : X → K3 ����� ��� ������	���!
�	�����
 i(∂X) ����� 
�� Cj = ∂j(X)×R' (��	� 
����! j ��� ��� j(X) � ��� ���������	��
������ X �)�� *' ��+&��)�'

,��� $%� ������ �����
�� ������ �������	�� ���!-�# R
4
��� '


����� � $��������� !����� �����!��"����

W = 	3(S
2 × S2) \ j(X),

!� j(X) % !���������� �"��� X� &�!�� W !��������� R
4� �� � ����������� R

4� �� ����
��

������ �
����� ������� R
4
��� �)�� *' ��)&�����

���� �����	
�� ���	���� ���������� �����������
�� 
����  �
�������
�� R
4
���

. �����	�$� 
 	����%�� 
���� �� 	� �������� �
	� �������		�� ������ ����� ���
R

4
��� ' /�	�� 	�������� ����� ��$%���� 0���� �	��������� ��� � ���!  ��	�
��	�'
"����� 
����� ���
��	�� ��� �����!	� ��� ϕ : R4

��� → R
4 ���� C0 	 R

4
��� 	� ����� ���!

������ 
 ����� ������ �	�� R
4
��� ���� �� ����������	� R

4' 1� �	 ����� ���! ������
����!	�� �� �����
�� ���� $%�


����� � '����
�� R
4
��� � ��� ������!� !��"����� C0����������� �
������ !������� 


�������� ����������� ���!��� ���
���� �����
�� R
4
��� = {x = (x0, x1, x2, x3)}� ��� �����

��!� xi ∈ C∞ ��� ||x|| < ε �)�� *' �2+��

(� 
���� 
  �
�����	�� 0��� ������ �
	 $ (�����#����� �	���������R4
��� � ������ ����
&

������ 
 ���� ��� ��
���	�� �����!	�# C0&������	� 0������	�� ������ ��� �� �� ���������
�� ��
���	�� �����!	�# ������	� 
 ��	���	�� �������� 	 R

4

1� 0������	���! ��	� ��
���� � 
 	��������� ���� 	 �����	��	���� �	��������� R
4
��� �

�� ����	� 
 ���� $%�# ������# 3 � 45


����� � ) �������� R
4
��� �����
�� ��������� ������
�� ������ ����� ��������

������� !����� 
������� �������� ����� S3 �4� *' 66��

��������	
 n������� 	
���� 
��	��� Dn = {(x1, ..., xn) ∈ R
n : x2

1
+ ...+ x2

n ≤ 1}.
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������� � ��� ������	
� R
4
���

�������� ��������
� ��������
� �������������� ���	�����

�
 (t, x, y, z) � ����� R3
1 < R2 ������ ��� ���	
 S3

R = {t2+x2+y2+z2 = R2} �������� ��������
��� R < R1� �� �� �������� �����
�� �	� ����� R > R2 ��� �� ��	�


������ ���������� �������� �������� C0!�"����� #$�� ���� �"��"�������� �!
�������� � �"�������% ������ �!�"��"������&

������� � �������� R
4
���

� ��� ����	��� ��������
� �������������� ���	�����
 (t, x, y, z)
�������� �������� ��� x2 + y2 + z2 ≥ ε2 > 0� �� �� ���������� �������� ��	������ ����

	��� �� R
4
���

� ��� ����	� �	����� !�� ������� �	������������� "���� ����	�� !�#���������

�	���	��������� ��	������� �'(� �� )*'	�

���� ������	����
�� �������
��� R
4
���

+������� �� ������� ��������� "��"�,�#�� �!#�"��� �"-��� .� G4 ��//�#"/�� R
4�

0"-��� .� G4� ��%���-12�� ����� � �"�� �"�������� �� �����# �!#���"���� M4� ��/!
/�#"/�� �#-� ���� M4 	 G4 	 R

4� 3��1�� ����-��� �� R
4
��� �� #$�� ��-����� �"�� �"��!

������� ��%����� �"-��� G4 �(� '4	� 5"-��#� ����#�� R4
��� ����"���

0�"�#� �� ������ #���"���� M4 �#��� ������� ������	� � ���� ��� �1�� ���"�
������ #��"������ ����"� g �� M4 �"-��� ��#��"�% Is(M4, g) �������

6� 7�%�" ���"�� �"�#�"� ���������� R
4 8 ��#���#� ��##��"��#� ��4	� 7��� �"-���

��#��"�% �� ���� < R
4
��� , g̃ > ������� �� ������������ ��-����-1� ���"��������� ����"���

��� 9�������� :� �������� �� �"���������� ��� g̃ �-2������� ���������"�� ���� ��������
��#���12�#��� + �"����� ��� ; ���������� �����% ��"-��-"� ��'	�

	
 ����������� R
4 � �����

:���������� ���������  �� ������� �� �� �#��� ��,���� � /������ ������- �� ��!
������ "�,����# �� -"������% :%�,��%��� �� ���� !��� �"-�� ����� -"������%� ��# ��
#����� ��� �-��� �"��#���"�"��� ��$�� � ����������% #�"� /"#�"-�� /��������� ��������
+ �"�� ��� �� � �% �"��% �"������ �� �������� < �� /-���#���������  �"����"����!
�� �"��"������!�"�#���� � � ���- ��� �� � #��# �"���"������� �-2��������� ��2�% �
�"�"��� = � �"�#� ��� 373 ���������� :%�,��%�# ��� �������� ��"��� �� �"��-12��
�"��>������� �����# ���� ������ ������� ��"�� ������� ��"-��-"� � ���� ��� ������ 5"-��!
#� ����#�� ������� �����-1 ��"-��-"-� �"��>����1� ��$� �"��"�����!�"�#� �����#� � �����

?@A B@CDEF� ��� ��"�� ��#��"�� G��#- ������� ��"-��-"�  �"����"��-�� ��������������� �	��
������� ?��%����F �"��"������!�"�#����

���� ������������	����� � �	����� ����� ����	������
��


� �"������ �"��"�����!�"�#� ��� ������ #���"���� ��	���� ���� ���� ��������
��"�� ��� ���� �"������ < M ′, ψ >� � ��"�# ��"� ��� (x′)i = [ψ ◦ φ−1]i(x1, ..., xn) �
���"� < M,φ >� �"����� ��# ��#�# 	��%�	������ �"��"������!�"�#��� �M � M ∪M ′� H���
; ��-���� #����#����� "��,�"����� 
��"�#�"� ��� #����#����� "��,�"���� �"��"������!
�"�#��� I��"�,������ ��� � ��� �"�#� ��-��� �"��"�����!�"�#� 9"-������

J�"�#��� � #����#����#- "��,�"���1 �"��"������!�"�#���� #� ��# ��#�# ��"�# �����
������� ��"�� �� ������������ �"���� "��,�"���� �������������� ���� ��-���#����������

�
 ������
K�#���#� �� � ���- ��� �� [ψ◦φ−1]i(x1, ..., xn) = (ψ◦idM4 ◦φ−1]i(x1, ..., xn)� �"���� "��,�"�!

��� ��"� #$� �"������� ��� ��-����� ���� ������� � ��"# �$��������� ��"�$����
�������� ��//�#"/��## idM4 :M4 	M4�

:%�,��%�� ������� �2-1 ��"�1 ������������� ���-��"��� �	����� ���� ����	�����

������ ��"�% "��"�,�� ���������� ��� ��-���#�� �������� ��"�� ?�����#� �"�����F�
G"� ��# �� ��-���#8��1 ���#����� �� ���� �������� /-����% ��"� ��� � � ���������
-����� �����-����� �������

J(ϕβ ◦ ϕ−1
α ) �= 0,

��� ���� �	
�� �� ������� M ∩ M ′ ����� � ���� ���������� ��	��� ���� ������� ������������� �

��
	��� ����������



�� ���� ����

���
∣∣∣∣∂(x′)i∂xj

(x1, ..., xn)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∂(ϕβ ◦ ϕ−1

α )i

∂xj
(x1, ..., xn)

∣∣∣∣ �= 0.

����	 f :Mn →Mn 
 ������������� ������	��� � ����������� � �������� �

ϕβ ◦ f ◦ ϕ−1
α = (ϕβ ◦ f) ◦ ϕ−1

α = ϕβ ◦ ϕ−1
α ∈ Cm,

�� ϕβ = ϕβ ◦ f � �� ��������� �� ���������� �������� ������ �����	�� ����� ��!�����
���� ����� ���� ϕβ � "� �� ����# ����� !�� ��������	���� ��$���� �� ������� � ��� %
����� ������ � ��# % ����# ������# ��������� &��� ������� ���������� �������������
f :Mn →Mn ' $�� ������ ��!����� ���� ���� � ������� ��� ������������ ����(���� �!�#
���������������

)���������� f : R4
���

→ R
4 ������� ��������� ������������������ �� ����� � ����*

��������������� +�������	��� �� ������� ��	�� ������� ��� �#���� ����(��� �!�#
��������������� ,��� $�� �����%�� ��� ������������������ f : R4

���
→ R

4
���

�
&��� ������� �� ��� �� ������ ����	�� � ����� ��%��# �� ������ ��������� ����(��

�!�# �������������� -#���#��� .��� ������ ������� � ������� �*������!����� R
4� � ���*

��� � R
4
���

� / �#������	����� ����� ����� ������ ������	�� �������� !������� �����
$��������� R

4� � ����� � �� � ������������
/�%�� ������	� ��� ��� ��� ������!����� ������������� �� ����� �������� �����*

�� �%�� �����

���� ������	
������	� ��������

-��������� R4
���

����� �!�����	 ������� �������	���� ���#������� �������0���� ����
��������	 �� ���!��� ������������� ������ ��������� "������� ���!��	�� ����������
(t, r) � ����0��� �������� �� ��� R

4
���

� -�� �������� ��� ��� ���*�� 1����2 ��� �� ���������
�� $�� ��%� ����� ����	 ����	 ������ ������	�� ����� t = s, r = r(s), s ∈ [α, β]� "� ����
������ ������0�� ���� b � �����# a �� ���������� � ��������� � ����0��� �������� �
������*�� ������ ��� ��������� ����	 �����# �� a � b 3��� ���� 4� 5�678�

������	�� ��������� ������ ���������� �����	������ ���	�� ������ ����� � �� ��
��%� ������	 � ���� ��� ������ ����� a � ��%� !��	 �������������

���� �� ����������	
� ������� ���������� ��������� ������ �� a � ���	
� ������� b �
����
���	��� R

4
��� .

���� ��������� �����	�
 R
4
���

9��������� ������������*����� < R
4, g > � < R

4
���

, g̃ >� :�� ��%���� ������!����� ��#�;�

����(�� ����(�� ���������� d � d̃�
����	 ���!��%�� f : R4 → R

4
���


 !��(��� ����0��� �������# ��������	�� ����(�� 

���������# d � d̃� ���

d(p, q) = d̃(f(p), f(q)). 3<�=8

������	�� R
4
���

� R
4 � ������������ �� f � ��%� !��	 ������� ���!��%���� >�%�� ��

�� $���� �����	 �������(�0 � �������� ���#���� ������������*����� < R
4
���

, g̃ >? 5@� =67



� �������� �	
�� ������ �������������� ������������ ��������� � ��� ��

���� ���	�
��	
 ��	��� f : R4
��� → R

4� ����������� ����
����	� 
� < R
4
��� , g̃ > �	 ���	


��
� ������������ ������� �� 
	��	�	 ���� �� � !" f ���� �� #��$��% &� '
� ������	
�
�
� ���� < R

4
��� , g̃ > ��$	���
 ��	�	���	 �	
��� ���� ��� �������
�� � ����� ������	���(

�	
��	 �!� )*"%
���� �	 < R

4, g > ���������		 +�
� ��������,� 
� �	 ���	�
��	
 ��	��� f : R4 → R
4
��� �

���������	( ����
����	� � ���� 
�( �	 
	��	�� ���� �� � !"% -
� #�����
 � 
��� �
� $�� ��
�

�� $��� ����
�( p � q ���	��	�� ����
����� �	�$� ���� � < R
4, d > � < R

4
��� , d̃ > ���	�
�	���

��������%
.	��	�� /%&% 0������� �)1� �*" �������	
 �
����
	���� �����
� '
�
 �	����
�
 � #�����
� �

���� � �	���������
� ����
����
��2��	�	�� < R4
��� , g̃ >� ���� � ����3	��� ������� ��	����
�

����
������ ���� � ����$	��� ����
����
��2��	�	�� < R
4
��� , g̃ > �� ����� A% 4� 
	��	�� 5���2

�	�
� ��)" ��
	�	
� �
� ����< R
4
��� , g̃ > �	 ���	
 ��
� ������������ ���� ����( #��	����6���

�	�$� < R
4, d > � < R

4
��� , d̃ > �	 ����	
�� �������#��	���% 7�
��	�� '
� ������	
� �
� 	���

p ���3��	 $�� q � < R
4, d >� 
� '
� �	�	��� � < R

4
��� , d̃ >%

4���	 #������ ��
�����
��	 ����	��	 ��������2��	$�
�	���#� �
��3	��� �	�$� $���� �	����
� �	�	 8 p � q 8 �������� ����	 
�#�� � ��� �
�����
�� �	���� $�� ��� � < R

4, d > � � < R
4
��� , d̃ >%

���� �����	
����� R
4
���

� ����� ���� ����� � ������� �	���������������

9
��$��
��	 R
4 ���	
 ��
� ���	� #��$�#� ���	��� 12�	���#� +�����
�#�, #��$�#� ���#�2

�������% �� ��	$�
��	� �
�����
�� ��������� �	�	��$  12�	���( 
	���� #����2'�	
��2�����#�
������$	(�
��� 
��� ������2��	(�� � ���
��	��	 
	���� :���$� �� ���	#� ����;� 
%	% ����$�
�� ��	$	�� :���	#�; ����
����
��2��	�	�� � 12	 ���	�	��	 � �	�	�	�	��( � ��<	����	� =�2
�	�����
����
�	 �)1� #�% �"% 4�
������ '�	�#��� �	����$���( $�� 
��� �	�	�	�	��(� � 
���
�����	 ���
���	
 ��	3�		 �������	 ���	 � '�	
���	��� �����	����
� �	�	�	��	��#� ��<	2

� +=��� �)�",%

> ���� �������#�� �����#� �������� ���������	
 
�
 6�
� �
� � 
	���� ���	��( ���	�
�� ��	2
$����� �	�	3	���� ��$��� +?** ,� �6�������������� � :�	���� �����	�; ���	�
��� ��	�����2
�
�� � 
	���� ���	��( @��$	���A $����
�� �
� #��$�	 ���#�������	 L� �
���	 	�
� '��
��	��	
R

4� �	 ���	
 ��
� ���	� C12���	��� F ����
��#� ���#�������� M ��?� B% 1"%
���� '
� ���	
�� �	����� 
� '��
��	��	 R

4 ����	� ����	 ����	��	
�� � ��<	����	� =�2
�	�����
����
�	� �	� �
��$��
��	 R

4� � '
� �#������
 �	�	�	�	��� � ���3��	%

�� �������	
� �
���
������ ��������� ��
�	�� ����	����

0�����
��� ����
����
��2��	�� < R
4, g >� #$	 g 8 �	
���% C������ ��� ��	�	 �������(

��
� xi → xi
′

�	
��� ��$�	�#�	
�� ��	�����������

gik → gi′k′ = gik
∂xi

∂xi′
∂xk

∂xk′
, +�%),


� #��$��
� �	
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 ����3�
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��	���� #��$��� �
2
����%

9�	�� �������( ��
�� ���	�� ���$���
 6����	�� ������	
 �	�	��$  ����� ����	
����

���������% .��� �������� ���	�	��� #��$�( �
��
��� �����	 ����� ���
����� 
% 	% ���
���� ���� �������
��� '66	
�� +=��� )!D�� �!"E FGGHIJHKHL� )!!M� �?)",%

&� �����  '
��� ������� ��$�(
� � $��#�( �
�����A �������� ��� �
� ��� ���	$	�	����
6����	��� �������� �������$�
 ��	�� #��$�( �
��
���N > O ?%� � O  % ���� �������� �
�
�	�	��$  '��
��	��( #��$�( �
��
��	 8 '
� �	�	��$  ��(�	 �	�$����$���� #����
���������
���� g̃ � R

4
��� �
 �$����$��#� ���� g � R

4% 9�	$���
	����� '��
�����
� ���	
 �������
��� �
��
���� ������	���� �����$�	��#� $� '
�#� ���
�����#� +�$����$��#�, #����
�������#� ����
+=��� )!D�� �!",%

> )!!*2	 #�$� ���� �6������������ ��	$���		 �
�	��$	��	A

�������������� ������	����� ���
� �������� ��� ����	��� �
�������� �
�����

���� ��
��
�� ���� � ����
 ���
��� ��� 	
���� ���� +P����� )!!�� �?M",%

�������	
�� �
�
�� � ��������	� � ����� Γi
jk(x0) = 0� �����
� �
�
�� � ���
��� ���� ���
��� �

�
�
�	��� ����� �����
���� 



�� ���� ����

������� 	
� ����� ���
���� ��
������ � ��������� ������ �� ������ 
��
����� ��������
����� �
��
���� ����	��� �� ���������	�����  �
��	�� S3 ×R! ������ ������� � ��� ���
����� �������	��� ������� hαβ � ���������"#�� ����� ���������� $%&� ' (!%!)*� �
�	�����
�� �������� ��
����� ������ ��������� �
� �	����������� ����������� ��+�� �������� ��
�����
���� ������������� �����	�#�� � ����� ������� �� �� �
�	������ � ������ ����������!

,� � 	����� �������� ����� �������	��� ������� gi′k′ � ������� �� 	��-���� � ���� ������
������� � ������������ ����"� � �
��� �
	��� gik� �� ��	�� �� .�!%/� �
���� ��	�00���� ��
��������� 	
� �����+���� xi

′ → xi! 1 ��� ������� � ���� ��� �� ���
��� � 	����� �
	�����
������������������! 2��� ������� �� ��+�� � ���� 0��������� �00������ ������ ��������
�������� �
	����� ������������������! 3��	� ����� �
	����� � ������������������� R

4�
�� ��������� � �	��� �� ���������� ���
 ������������ R

4� 4 ��������� � �	��� �� �������

������ ���+���� ��

�
���� �����!

���� �����	
���� 
���� ���

5 ����#�" �������� �����	����� ������� �����
��
�� ������ �� ��+�� ������ �������
�����" �
	����� � R

2 × S3 � ����
����� �����
������� ���	���
���� ��6���� 7�� 6�
�	�
������� � ��
��� K = {(u, v, ω) : u2 − v2 < 1 � ω ∈ S2} � ����	���� 8����
� ��� ��� �
��
��
��� ����
��������� ����	���� (u, v) � R

2 �
	�� � �������������� ��� u2+v2 > R! 8���	����
(u, v, ω) 9 ��� �
��
���� ����
��������� ����	���� � K! ,� ��� �� ����� ���� ���	�
+��� ��
�
	��� 0��� �� � ��" ��
��� u2 − v2 < 1! ,� ����� ���� �
	���� � ��������� ��������
��	����������� A .:;<=>?=@?/� 	
� �������� r ≥ a > 2M .���! �/!

���� �� ��������	�
� ���
� ���
 ����

A ��
��� A� �� ��+�� �� ������ ��6��� �������� �������� B��6����� ����� ��
�����
������� 8����
 � ����	���� (u, v)! �	��� �� ������ �� ��+�� ���� ��6���� � ���
��
��� ����������� K �� �� �����
��� �����+����� ��������� � �������� �����
��������
� ����	����� ���+���� �������� �� �� ����
��������� �����+����� �� ��� ������� ��������
��� ����	���� (u, v, ω)� �� ����� ���� ���	�
+��� �� �
	��� 0��� �� � ��
��� u2 − v2 < 1
� ���� � ��	���+���� A!

3��C��� �������! D
� �	��� ������� g � ����	����

g(u0,v0,ω0)(ξ, η) = gij(u0, v0, ω0)ξ
iηj ,

������	��� ����� ����
���� ������� ξ, η � 
"��� ����� (u0, v0, ω0) ���������� K! 1 	
�
����� ��+�� ����� 	�00���� ������ ������ (u(s), v(s), ω(s))� s ∈ [0, 1]� ����	�#�� �� �����
(u0, v0, ω0) = (u(0), v(0), ω(0)) .��! E %!)� %!F/! ,� �� �� �� �� ���� ����� (u0, v0, ω0) �
��
����
�����
������ ����	���� 	�00���� ������!

5
�	����
���� �����	
��

������� � �	
��� ����� ���������� �	
��� �����
��� R2×S3� ��
��
���
� ������
 ����

��
	
 �	� ���� �� ���� ���� �	
�� ���	���
 �
 ��� �	
��� u2 − v2 < 1�



� �������� �	
�� ������ �������������� ������������ ��������� � ��� ��

�� ����� �	
 ����� ��� ������	���� �������	����� � ���������� �����	� �� ��� ��
������� � �����	�!����� ��� ���������
 �	������� ������� 	��� �  �������������� �"	����
A #$%&'()'*)+� � ,�-���������  �!�� "��� 	���	�-����� #�������������
 �������������
,�-��������� �- ���� � .+� ���� �� -� ���-���� r = 2M � /� �� �  �  �!� ���	������

� ��� ��� � 0,�-��������� ����� ����1� 2� ,�-��������� ��
�	
���
 � �� � ��� �����
3��4
�
 � �"	���� A ��"	5����	� ��������� ���!�53�� ��� �����������4�� 
 � �� �3�  �����
�����	�� �� -� ���-����  �����  �!�� "��� � ������ �	� � ��� ���"�������� ��	����� ��
 ����� �����	��

���� �����	
���� �������� �� 	���
�	� ���	��	������ ����

6���!� � ��� �� ������� � ,�-��������� �	����� ������� ��������� �- ������ ���-��
7��������� � -����� � ����� ����� ��-������ ����	����	���� �������� �������������� ��	
�
8 �	����� ��	� � �������� ��������  � � �	� ���� ��� �������
 7��������� �� ������ �
,�-��������� �	������� ���"�-��� �� � ������� ���� ���� ����������53�� �� ������ 
�	
��
������������� ��	�� � �53�� ���� ��������� ,�-��������5 �	����5 ��������

6���� M �"	����� ��� 
 ����99�� �9�� � �	���� � ������� � M ′ � M ′′� /���� 	5"��
�� �� �9�- f : M ′ → M ′′ "���� ����99������� � ���
 "� � ����� ������ ���!� �
����� x0� /���� � �������� �� ���������� Ux0  �!�� ���������� df : TM ′ → TM ′′ � ����
df |Ux0 = (b1, b2) � ���-��� �- ������ ��
-����� �� ���"�-������ f :

∇′′ = ∇′ + (b−1
1 db1)⊕ (b−1

2 db2).

6����	��� � �����	���� ����	
 ���-� ����-��

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ +∇[X,Y ]Z,

�� �- ������ ��
-����� ������� � �- �����5 ���-�� ����-�� � ���-�� 7�������� G′ → G′′

���� ��� ��!� ��	� G′(X,Y ) = 0� ��

G′′(X,Y ) = Ric(X,Y )− 1

2
g(X,Y )R �= 0.

/��� �"�-� � ������ � ,�-������ �  �����"�-�5 ������� � ��
�	���5 ��������� ������4
�������� ��	
 #';;<=><?<@� A��B� CD�E+� ��������	�
� �
���	�� ���	����� �
� �	������ ��
���

�
�������� ���F

%=GHIJK;IL CMDE ������� ����5 ����������5 ,���� �-�	�����: 06����	�!���� ���  � �"��4
�!�	� �������� ������� ����9�-������� �������� �
������
� ������ �� ���N�� � 	5"� �
��� 	� � � �����5 �������� 7��������� 7��  �!�� �-������� ���  � ����	�-�� ����4
��	���5 �	����5 ������� �� �������� ����������4�� ��� � ��"	5����� ,���� ��������
��������� ���-����� �� �� ���� ���"��� 2�	�  � �- ��
� �	����5 �������� �� ��N� "���� �
��
���1 CMAE�

���� �����	
����� �� 	���
�	� ��	������� ����

O�����"�-�
 R
4 � R

4
���

 �!�� ���������� ��� �"	���53�� �������������� �����	����
����� �,����� CH0 = D2 × R

2 � �������	���� CH ���� ��� � ���  ���� ��99�� �9�- 

R
4 \ CH0 	 R

4
���

\ CH.

P�������

S =

∫
RR4

√
gR4d4x

������ � ������� �	��� :

S =

∫
R4\CH0

RR4

√
gR4d4x+

∫
∂(R4\CH0)

KCH0

√
g∂dσ. #��D+



�� ���� ����

�������	
��
� ��
��� ∂CH ���� ���� ���
�
 �
� ��������� D2×(0, 1) 	 R4� � ���� ��
�
��
�
� ���� ���� �� ���	��� ������� ���!��
	����� ��������" �	��#����D2 	 R3� ����
���� ��!��
���� ! ��������� ���������" ��
��� D2 × (0, 1) 	 R

4� $
� �������
� �����∫
∂(R4\CH0)

KCH0

√
g∂dσ =

∫
∂(R4\CH0)

ψγkDkψ
√
g∂dσ. %&��'

(������ ���!��
	����� ��
!
�� �	"��	�) !�"��	�� ��*��
��� ���� ��
��+
 ���� 	�������
���� �� ����� �
�������*���"� �,��� ���*
���� ������	" 	��
! ��
��*�� *���
 	 !�"��	��
���� !�� R

4
���

- ��
��+�" ∂(R4 \ CH))∫
∂(R4\CH)

ψγkDkψ
√
g∂dσ,

����" ��� ��!����� � ��
��+� �
 	�.� R4
���

\ CH � � �������
�� ����� !�� ,����*����
R

4
���

�	������ !�"��	�� ��
	��
+���� ��� � �������� ���*����)

SR
4
���

=

∫
R

4
���

\CH

[RR4 + ψγkDkψ]
√
gR4d4x,

��	�	/���� ��
�!
�� ,����*���� ��
!�" ���������� ������!��	��� ���� �"�� � ���0
������" ��
��� ��*�� $,"��
 %12234536370894:;9� <79=2� ��>>� ����'�

���� ������	
���� � ��
���� ���������

(�����	
��� �	
��	�# 
������! � ������� �	������ �!���� � ������� ���������0
�� 	 ���*���� ����# ���������# ,??���	 	 �	
��	" ��
	��
+��� @
������� ��
�����*���
�
����
 �	���!	" �	
��	" ��
	��
+�� � ���������" ������*���" ������
� Λ

Z =
∑

(Mn,g)

exp(−I[g]),

I[g] = − 1

16πG

∫
(R − 2Λ)dµ[g],

�!� ����
 ������� � ?���*���� ���*��� �������� ���� �# �� �����
��" (Mn, g) � ���
0
�	" ������" g�
A��� �
	���� � ��� *� ���!��� ����
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Z =

∫
D[g] exp

(
i

�
SEH [g]

)
,

SEH [g] =

∫
M4

R
√
gd4x.
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∫
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)
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tr(e ∧ e ∧R),
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SEH [g,R4
��� ] =

∫
(R − 2Λ������)

√
gd4x,

Λ������ = �
vol(D2)

L2 vol(S3 × [0, 1])
· 2π2g4(K) > 0.
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