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Почва относится к числу основных факторов, определяющих условия про-
израстания растительности. В [1–3] была предложена модель почвы в виде
дифференциального уравнения для меры плодородия почвы:

dy

dt
= γ · [(p− p0)− y2]y − δ · (W −W−)(W −W+), (1)

где y — мера плодородия почвы, p — мера типа почвообразующей породы,
W — влажность почвы, W− — значение влажности почвы, которое характе-
ризует нехватку воды, и, соответственно, W+ — её избыток, 0 < W− < W+,
и γ, δ — положительные константы.

Уравнение системы (1) — это уравнение, реализующее упрощённое пред-
ставление о плодородии почвы и учитывающее только два фактора: тип поч-
вообразующей породы и влажность почвы. Их изменение может привести к
скачкообразному изменению плодородия почвы, и это мы смоделировали, вводя
в правую часть уравнения катастрофу типа «сборка». В точке (p0,W−) проис-
ходит катастрофа падения плодородия, связанная с нехваткой воды в почве, а
в точке (p0,W+) — катастрофа падения плодородия при избытке влаги [1].

Мы видим, что динамика плодородия почвы зависит от двух управляющих
факторов: от меры типа почвообразующей породы p и от влажности почвы W .

В данной статье мы посмотрим на эти два фактора как на двух игроков,
которые пытаются оптимизировать свой выигрыш, меняя стратегии управления.

Очевидно, в природе реализуется некоторое равновесие, которое возникает
в том случае, когда один игрок каким-то образом соотносит свои действия,
свою стратегию управления с действиями другого игрока.

В теории игр одним из самых известных равновесий является равновесие
Нэша.
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Реализация равновесия Нэша означает, что если каждый игрок пытается
в одностороннем порядке изменить свою стратегию управления, в то время
как политика остальных игроков остаётся неизменной, то он имеет худший
результат (больший проигрыш).

1. Динамика плодородия почвы для засушливых
регионов

При длительных засухах происходит естественное опустынивание. Опусты-
нивание (дезертификация) почв — это деградация почв с постепенной потерей
плодородия.

В засушливых районах влияние растительности на почву ослаблено в силу
её скудности. Поэтому имеет смысл изучить динамику почвы, не учитывая
взаимодействие почвы с растительностью.

В нашей модели почвы, если речь идёт о засушливых районах, влажностьW
находится в окрестности параметра W−. Иначе говоря, вместо уравнения (1)
будем изучать уравнение

dy

dt
= −γy3 + γyp+ µ · (W −W−), (2)

µ > 0, t ∈ [0, T ].

2. Динамика плодородия почвы для влажных регионов

Однако можно искать равновесия, предполагая, что недостаток влаги (засу-
ха) в наших краях — явление крайне редкое, и поэтому можно считать, что W
находится в окрестности параметра W+. Иначе говоря, вместо уравнения (1)
можно изучать уравнение

dy

dt
= −γy3 + γyp− λ · (W −W+), (3)

λ > 0, t ∈ [0, T ].

Почва связана потоками энергии и вещества с растительностью и совместно
с животными и микроорганизмами формирует целостный лесной биогеоценоти-
ческий покров. Растительность влажных районов — существенная составляю-
щая биоценоза. Поэтому динамику плодородия почвы для влажного региона
следует изучать с учётом взаимодействия в системе «почва-растительность».
Это было сделано в статье [4].

3. Алгоритм нахождения равновесий Нэша

Рассматривать игру с ненулевой суммой вполне разумно, поскольку «выиг-
рыши» наших игроков p и W слабо связаны.
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Если игрок формирует «своё» управляющее воздействие в виде только функ-
ции времени u(t) на всю продолжительность игры, то u(t) — это программное
управление игрока. Ранее мы называли его, используя термин «управление».
Однако игрок может выбирать своё управление в зависимости от того, в каком
положении y в момент времени t находится система «почва». В таком случае
игрок конструирует управляющее воздействие в виде функции u(t, y), завися-
щей уже от позиции {t, y}, и для u(t, y) используется термин позиционное
управление игрока [5]. Часто пишут просто u(y).

Мы будем искать позиционное управление, позиционное равновесие Нэша.
Для дифференциальной игры N -игроков [6]

dz

dt
= f(z) +

N∑
j=1

gj(z)uj, z ∈ Rn, uj ∈ Rmj , f(0) = 0,

Ji(z, u1, ..., uN) =

+∞∫
0

[Qi(z) +
N∑
j=1

uTj Rijuj]dt, (i = 1, ..., N),

где Qi > 0 и Rii > 0, Rij > 0 — симметрические матрицы, существование
равновесий Нэша

Ji(u
∗
1, u
∗
2, u
∗
i , ..., u

∗
N) 6 Ji(u

∗
1, u
∗
2, ..., u

∗
i−1, ui, u

∗
i+1, ..., u

∗
N), ∀ui, i = 1, ..., N (4)

сводится к крайне сложной задаче отыскания решения Vi(z) нелинейного урав-
нения Гамильтона-Якоби

(∇Vi)Tf(z) +Qi(z)− 1

2
(∇Vi)T

N∑
j=1

gj(z)(Rjj)
−1(gj(z))T (∇Vj)+

+
1

4

N∑
j=1

(∇Vj)Tgj(z)R−Tjj RijR
−1
jj (gj(z))T (∇Vj) = 0, (5)

∇Vi =

(
(Vi)

′
x

(Vi)
′
y

)
, (∇Vi)T = ((Vi)

′

x, (Vi)
′

y),

по которому строится равновесие Нэша [6, Theorem 10.4-2, утверждение b.]:

u∗i (z) = ui(Vi(z)) = −1

2
R−1
ii (gi(z))T (∇Vi), i = 1, ..., N. (6)

Равновесная динамика с управлением Нэша (6) задаётся уравнением

dz

dt
= f(z)− 1

2

N∑
j=1

gj(z)R−1
jj (gi(z))T (∇Vj). (7)
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4. Нэшевское равновесие для уравнений (2) и (3)

Для того чтобы проанализировать динамику плодородия почвы в засушли-
вых и незасушливых районах и вести вычисления одновременно, уравнения (2),
(3) запишем в едином виде

dy

dt
= −γy3 + γyp− ω · (W − Ŵ ), (8)

где для засушливого района: ω = −µ < 0, Ŵ = W− и ω = λ > 0,
Ŵ = W+ — для влажного.

λ > 0, t ∈ [0, T ].

Сделаем замену в уравнении (7) y = ȳ + c, c = const и подберём c так,
чтобы слагаемое в правой части, в которое не входят факторы p,W при ȳ = 0
обращалось в нуль, как это требуется в теории из § 3.

Легко найти, что c = (ωŴ/γ)1/3. В результате такой замены мы вместо
уравнения (7) можем изучать, не ограничивая общности, уравнение

dy

dt
= [−γy3 − 3γcy2 − 3γc2y − γc3 + ωŴ )] + γ(y + c)p− ωW. (9)

Уравнение (9) представим в виде

dy

dt
= f(y) + g1(y)u1 + g2(y)u2, (10)

где
f(y) = −γy3 − 3γcy2 − 3γc2y − γc3 + ωŴ , f(0) = 0,

g1(y) = γ(y + c), g2(y) = −ω,

u1 = p, u2 = W.

Будем считать, что у нас 2 игрока. Игрок 1 — это фактор u1 = p — мера
типа почвообразующей породы, игрок 2 — влажность почвы.

Выигрышные функции возьмём в виде:

Ji(y, u1, u2) =

+∞∫
0

[Qi(y) + u2
i ]dt, (i = 1, 2) (11)

и числа
Qi > 0, Rii > 0, Rij > 0.

Рассматриваем игру с ненулевой суммой.
Используем теперь теорию, изложенную в § 3, для нахождения равновесий

Нэша для уравнения (10).
В нашем случае N = 2, и рассматриваем R11 = R22 = 1, Rij = 0 (i 6= j).
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Тогда уравнения Гамильтона-Якоби (5) имеют вид

Q1 + (V1)′f(y)− 1

2
(V1)′[g2

1(V1)′ + g2
2(V2)′]− 1

4
[g1(y)]2[(V1)′]2 = 0,

Q2 + (V2)′f(y)− 1

2
(V2)′[g2

1(V1)′ + g2
2(V2)′]− 1

4
[g2(y)]2[(V2)′]2 = 0.

(12)

Полагая, что
V ′1(y) = V ′2(y) = −f(y),

получаем уравнения Гамильтона-Якоби в виде

Q1(y) = [f(y)]2(1 +
1

2
[g2

1]2 +
1

4
[g2]2) > 0,

Q2(y) = [f(y)]2(1 +
1

4
[g1]2 +

1

2
[g2]2) > 0.

(13)

Следовательно, если Qi выбрать именно такими, то уравнения Гамильтона-
Якоби выполняются.

Поэтому по теореме 10.4-2 (пункт b)) из [6] имеем равновесие Нэша

p∗(y) =
1

2
g1(y)f(y), W ∗(y) =

1

2
g2(y)f(y), (14)

найденное по формулам (6).
Выигрышные/проигрышные функции поэтому имеют вид:

J1(y, p,W ) =

+∞∫
0

(
Q1(y) + [p∗(y)]2

)
dt,

J2(y, p,W ) =

+∞∫
0

(
Q2(y) + [W ∗(y)]2

)
dt.

(15)

Равновесная нэшевская динамика описывается уравнением (7), имеющим в на-
шем случае следующий вид

dy

dt
= f(y)

(
1 +

1

2
[g1(y)]2 +

1

2
[g2(y)]2

)
, (16)

или

dy

dt
=
(
−γy3 − 3γcy2 − 3γc2y − γc3 + ωŴ

)
·
(

1 +
1

2
[γ(y + c)]2 +

1

2
ω2

)
, (17)

получаемым из уравнения (9) заменой p и W на p∗(y) и W ∗(y) соответственно.
Рассмотрим случай засушливого региона и возьмём

γ = 1, ω = −1, Ŵ = 1, c = −1. (18)
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Тогда интегрируя уравнение (17), получаем∫
dy(

−γy3 − 3γcy2 − 3γc2y − γc3 + ωŴ
)
·
(
1 + 1

2
[γ(y + c)]2 + 1

2
ω2
) = t+ const,

или
t = −1/6 ∗ ln(y) + 4/21 ∗ ln(y2 − 3 ∗ y + 3)−

−4/21 ∗
√

(3) ∗ arctan(1/3 ∗ (2 ∗ y − 3) ∗
√

(3))− 3/28 ∗ ln(4 + y2 − 2 ∗ y)−

−1/42 ∗
√

(3) ∗ arctan(1/6 ∗ (2 ∗ y − 2) ∗
√

(3)) + const.

Результат интегрирования уравнения представлен на рис. 1 Мы видим, что
плодородие, как и следовало ожидать для засушливого района, падает. Проис-
ходит опустынивание почвы.

Рис. 1. Примеры равновесной динамики меры плодородия для засушливого региона в
условиях равновесия Нэша при const = 20

Обратим внимание, что в нашем примере (18)

f(y) = −y3 + 3y2 − 3y < 0 при y > 0,

и, следовательно,

V1(y) = V2(y) = −
y∫

0

f(y)dy > 0 при y > 0.

Тогда на основании теоремы 10.4–2 (пункт a)) из [6] можно заявить, что ре-
шения уравнения (17), (18) будут асимптотически устойчивыми.
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