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Аннотация. Электромагнитное поле в задачах электроразведки часто
представляется в виде интегралов с быстроосцилирущим ядром. При вы-
числении этих интегралов на ЭВМ приходится деформировать контур ин-
тегрирования в плоскость комплексного переменного. В статье изучена
допустимая область деформации контура интегрирования в случае неод-
нородной среды. Источник поля — вертикальный гармонический диполь.
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Введение

При аналитическом решении задач электроразведки очень часто компонен-
ты электромагнитного поля могут быть выражены в виде интеграла

+∞∫︁
0

𝑢(𝜆, 𝑝)𝐾(𝜆, 𝑟)𝑑𝜆,

где 𝐾(𝜆) — быстро осциллирующее по 𝜆 ядро. При вычислении таких интегра-
лов на ЭВМ приходится деформировать контур интегрирования в комплексную
область IC изменения переменной 𝜆. В связи с этим необходимо прежде всего
определить область 𝐷𝜆 ⊂ IC, в которой подынтегральная функция 𝑢(𝜆, 𝑝) не
имеет особенностей по 𝜆. В случае горизонтально-слоистой среды, состоящей
из слоев с плоскими поверхностями раздела, указанная задача была решена
С.И. Смагиным [1]. Трёхслойная среда была изучена в [2, c. 116-119].

В данной работе рассматривается более общий случай неоднородной среды
с параметрами 𝜎 (проводимость), 𝜇 (магнитная проницаемость) и 𝜀 (электри-
ческая проницаемость), зависящими от глубины 𝑧 залегания слоя. Источником
поля является гармонический электрический вертикальный диполь.
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1. Постановка задачи

Пусть имеется неоднородная среда, ограниченная плоскими поверхностями
раздела 𝑧 = 𝑧0, 𝑧 = 𝑧1, где 𝑧0 < 𝑧1 (ось 𝑧 направлена вверх, рис. 1). Параметры
среды 𝜎, 𝜇, 𝜀 будем считать функциями переменной 𝑧. При 𝑧 > 𝑧1 и 𝑧 < 𝑧0 среда
предполагается однородной c 𝜎 = 𝜎𝑖, 𝜇 = 𝜇𝑖.

Источник электромагнитного поля находится в точке с декартовыми коор-
динатами (0, 0, 0).

z=z

Рис. 1. Горизонтальная среда

На поверхностях раздела 𝑧 = 𝑧𝑖 (𝑖 = 0, 1) ставим граничные условия для
электромагнитного поля E,H:

[E𝑙]𝑧=𝑧𝑖 = 0, [H𝑙]𝑧=𝑧𝑖 = 0[︂
𝜕E

𝜕𝑙

]︂
𝑧=𝑧𝑖

= 0,

[︂
𝜕H

𝜕𝑙

]︂
𝑧=𝑧𝑖

= 0,

где индекс 𝑙 означает горизонтальную составляющую поля, а 𝜕/𝜕𝑙 — производ-
ную по касательному к поверхности раздела направлению.

Если поле (=E или H) задано интегралом

+∞∫︁
0

𝐾(𝑥, 𝑦, 𝜆)𝑢(𝑧, 𝜆)𝑑𝜆, (1.1)

то будем 𝐾 называть ядром интегрального оператора (1.1), а 𝑢(𝑧, 𝜆) — плотно-
стью.

Продолжим 𝜆 в комплексную плоскость

IC = {𝜆 = 𝜆𝑥 + 𝑖𝜆𝑦 : 𝜆𝑥, 𝜆𝑦 ∈ R}.

Область, лежащую в плоскости IC, в которой плотность 𝑢(𝑧, 𝜆) не имеет осо-
бенностей по 𝜆, будем обозначать через 𝐷𝜆.

В этой статье мы определяем область 𝐷𝜆 для электромагнитного поля, со-
здаваемого вертикальным гармоническим электрическим диполем.



Математические структуры и моделирование. 2018. №4(48) 63

2. Поле вертикального гармонического электрического
диполя

В этом параграфе подробно изучим электромагнитное поле, создаваемое
вертикальным гармоническим электрическим диполем, находящимся в неод-
нородной среде.

2.1. Исходные уравнения

Предположим для начала, что

𝜎, 𝜇, 𝜀 ∈ 𝐶1(R),

𝜎(𝑧) ̸= 0 при 𝑧 ∈ R.

Будем исходить из следующей системы уравнений Максвелла

𝑟𝑜𝑡 E = 𝑖𝜔𝜇H,

𝑟𝑜𝑡 H = (𝜎 − 𝑖𝜔𝜀)E + j, (2.1)

𝑑𝑖𝑣 𝜀E = 𝜌, 𝑑𝑖𝑣 B = 0, (2.2)

где j — сторонний электрический ток, 𝜌 — электрические заряды, зависимость
во времени определялась фазовым множителем 𝑒𝑥𝑝(−𝑖𝜔𝑡), т. е. гармоничность
источников означает следующую зависимость от времени

M → M𝑒−𝑖𝜔𝑡.

Полагаем
H = 𝑟𝑜𝑡A, (2.3)

E = 𝑖𝜔𝜇A−∇𝜙. (2.4)

Подставляя (2.3), (2.4) в (2.2) получим

∇𝑑𝑖𝑣A−△A = (𝑖𝜔𝜇𝜎 + 𝜔2𝜀𝜇)A− (𝜎 − 𝑖𝜔𝜀)∇𝜙 + j

или

△A + (𝑖𝜔𝜇𝜎 + 𝜔2𝜀𝜇)A = −j + ∇[𝑑𝑖𝑣A + 𝜙 · (𝜎 − 𝑖𝜔𝜀)] − 𝜙 · ∇(𝜎 − 𝑖𝜔𝜀).

Пусть

𝜙 = − 1

𝜎 − 𝑖𝜔𝜀
𝑑𝑖𝑣A. (2.5)

Тогда получаем уравнение для векторного потенциала

△A− ∇(𝜎 − 𝑖𝜔𝜀)

𝜎 − 𝑖𝜔𝜀
𝑑𝑖𝑣A + (𝑖𝜔𝜇𝜎 + 𝜔2𝜀𝜇)A = −j. (2.6)
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Будем рассматривать в качестве источника вертикальный электрический ди-
поль, для которого

j = (0, 0, 𝛿(𝑥, 𝑦)𝛿(𝑧)),

т. е. предполагаем, что диполь находится в точке (0, 0, 0) и, соответственно,

A = (0, 0, 𝐴).

Решение уравнения (2.6) будем искать в виде

𝐴 =
1

2𝜋

+∞∫︁
0

𝜆𝐼0(𝜆𝑟)𝑢(𝑧, 𝜆)𝑑𝜆, (2.7)

где 𝑟 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2, а 𝐼0 — функция Бесселя первого рода нулевого порядка.

Подставив (2.7) в (2.6) и используя представление

𝛿(𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋

+∞∫︁
0

𝜆𝐼0(𝜆𝑟)𝑑𝜆,

получим следующее дифференциальное уравнение

𝑑2𝑢

𝑑𝑧2
− (𝜆2 + 𝑘2)𝑢− (𝜎 − 𝑖𝜔𝜀)′

𝜎 − 𝑖𝜔𝜀
· 𝑑𝑢
𝑑𝑧

= 𝛿(𝑧), (2.8)

где 𝑘2 = −(𝑖𝜔𝜇𝜎 + 𝜔2𝜀𝜇), а штрих ′ означает дифференцирование по 𝑧.
Необходимо теперь указать соответствующие рассматриваемой задаче крае-

вые условия. Непрерывность касательных составляющих полей E и H, а также
гладкость функций 𝜎, 𝜖, 𝜇 на поверхностях раздела 𝑧 = 𝑧0 и 𝑧 = 𝑧1 влекут
условия:

[𝐻𝑧]𝑧=𝑧𝑖 = 0, [𝐸𝑧]𝑧=𝑧𝑖 = 0,[︂
𝜕𝐻𝑧

𝜕𝑧

]︂
𝑧=𝑧𝑖

= 0,

[︂
𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑧

]︂
𝑧=𝑧𝑖

= 0,

где квадратные скобки означают скачок

[𝑓(𝑧)]𝑧=𝑧𝑖 = 𝑓(𝑧𝑖 + 0) − 𝑓(𝑧𝑖 − 0).

Откуда

[𝑢]𝑧=𝑧𝑖 = 0,[︂
𝑑𝑢

𝑑𝑧

]︂
𝑧=𝑧𝑖

= 0, 𝑖 = 0, 1

⎫⎪⎬⎪⎭ . (2.9)

Кроме того, следует добавить условия излучения

lim
𝑧→±∞

|𝑢| = 0, lim
𝑧→±∞

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
= 0. (2.10)



Математические структуры и моделирование. 2018. №4(48) 65

Краевую задачу (2.3), (2.9), (2.10) заменим эквивалентной краевой задачей

𝑑2𝑢

𝑑𝑧2
− (𝜆2 + 𝑘2)𝑢− (𝜎 − 𝑖𝜔𝜀)′

𝜎 − 𝑖𝜔𝜀
· 𝑑𝑢
𝑑𝑧

= 0, (2.11)

𝑧 ∈ (𝑧0, 𝑧1) ∖ {0},

[𝑢]𝑧=𝑧𝑖 = 0,

[︂
𝑑𝑢

𝑑𝑧

]︂
𝑧=𝑧𝑖

= 0, (2.12)

lim
𝑧→±∞

|𝑢| = 0, lim
𝑧→±∞

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
= 0, (2.13)

[𝑢]𝑧=0 = 0, (2.14)[︂
𝑑𝑢

𝑑𝑧

]︂
𝑧=0

= 1, (2.15)

в которой введена дополнительная (фиктивная) поверхность 𝑧 = 0, содержащая
источник. Задача (2.11)–(2.15) отличается от задачи (2.8)–(2.10) тем, что в ней
отсутствуют сингулярные функции в качество коэффициентов.

Уравнение (2.11) перепишем в следующем виде

(𝜎 − 𝑖𝜔𝜀)
𝑑

𝑑𝑧

(︂
1

𝜎 − 𝑖𝜔𝜀
· 𝑑𝑢
𝑑𝑧

)︂
− (𝜆2 + 𝑘2)𝑢 = 0,

или, вводя 𝜆 = 𝜆𝑥 + 𝑖𝜆𝑦

𝑑

𝑑𝑧

[︂
𝜎 + 𝑖𝜔𝜀

𝜎2 + 𝜔2𝜀2
· 𝑑𝑢
𝑑𝑧

]︂
− 𝜎 + 𝑖𝜔𝜀

𝜎2 + 𝜔2𝜀2
[︀
𝜆2
𝑥 − 𝜆2

𝑦 − 𝜔2𝜀𝜇 + 𝑖(2𝜆𝑥𝜆𝑦 − 𝜔𝜎𝜇)
]︀
𝑢 = 0. (2.16)

Пусть 𝑢 = 𝑢1 + 𝑖𝑢2.
Тогда уравнение (2.16) представляет собой систему двух дифференциальных

уравнения

𝑑

𝑑𝑧

[︂
𝜎

𝜎2 + 𝜔2𝜀2
𝑑𝑢1

𝑑𝑧
− 𝜔𝜀

𝜎2 + 𝜔2𝜀2
𝑑𝑢2

𝑑𝑧

]︂
−

𝜎(𝜆2
𝑥 − 𝜆2

𝑦 − 𝜔2𝜀𝜇) − 𝜔𝜀(2𝜆𝑥𝜆𝑦 − 𝜎𝜇)

𝜎2 + 𝜔2𝜀2
𝑢1+

+
𝜔𝜀(𝜆2

𝑥 − 𝜆2
𝑦 − 𝜔2𝜀𝜇) + 𝜎(2𝜆𝑥𝜆𝑦 − 𝜎𝜇)

𝜎2 + 𝜔2𝜀2
𝑢2 = 0,

𝑑

𝑑𝑧

[︂
𝜔𝜀

𝜎2 + 𝜔2𝜀2
𝑑𝑢1

𝑑𝑧
+

𝜎

𝜎2 + 𝜔2𝜀2
𝑑𝑢2

𝑑𝑧

]︂
−

𝜔𝜀(𝜆2
𝑥 − 𝜆2

𝑦 − 𝜔2𝜀𝜇) + 𝜎(2𝜆𝑥𝜆𝑦 − 𝜎𝜇)

𝜎2 + 𝜔2𝜀2
𝑢1−

−
𝜎(𝜆2

𝑥 − 𝜆2
𝑦 − 𝜔2𝜀𝜇) − 𝜔𝜀(2𝜆𝑥𝜆𝑦 − 𝜎𝜇)

𝜎2 + 𝜔2𝜀2
𝑢2 = 0.

Вводя матрицы

𝑢 =

(︃
𝑢1

𝑢2

)︃
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𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎝
− 𝜎

𝜎2 + 𝜔2𝜀2
𝜔𝜀

𝜎2 + 𝜔2𝜀2

− 𝜔𝜀

𝜎2 + 𝜔2𝜀2
− 𝜎

𝜎2 + 𝜔2𝜀2

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜎(𝜆2

𝑥 − 𝜆2
𝑦 − 𝜔2𝜀𝜇) − 𝜔𝜀(2𝜆𝑥𝜆𝑦 − 𝜎𝜇)

𝜎2 + 𝜔2𝜀2
−
𝜔𝜀(𝜆2

𝑥 − 𝜆2
𝑦 − 𝜔2𝜀𝜇) + 𝜎(2𝜆𝑥𝜆𝑦 − 𝜎𝜇)

𝜎2 + 𝜔2𝜀2

𝜔𝜀(𝜆2
𝑥 − 𝜆2

𝑦 − 𝜔2𝜀𝜇) + 𝜎(2𝜆𝑥𝜆𝑦 − 𝜎𝜇)

𝜎2 + 𝜔2𝜀2
𝜎(𝜆2

𝑥 − 𝜆2
𝑦 − 𝜔2𝜀𝜇) − 𝜔𝜀(2𝜆𝑥𝜆𝑦 − 𝜎𝜇)

𝜎2 + 𝜔2𝜀2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

можно изучаемую систему дифференциальных уравнений переписать в ком-
пактном виде

𝑑

𝑑𝑧

(︂
𝑃
𝑑𝑢

𝑑𝑧

)︂
+ 𝑄𝑢 = 0. (2.17)

При этом краевые условия (2.12)–(2.15) примут следующий вид:

[𝑢𝑘]𝑧=𝑧𝑖 = 0,

[︂
𝑑𝑢𝑘

𝑑𝑧

]︂
𝑧=𝑧𝑖

= 0, 𝑘 = 1, 2; 𝑖 = 0, 1, (2.18)

lim
𝑧→±∞

|𝑢𝑘| = 0, lim
𝑧→±∞

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢𝑘

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
= 0, (2.19)

[𝑢𝑘]𝑧=0 = 0, (2.20)[︂
𝑑𝑢1

𝑑𝑧

]︂
𝑧=0

= 1,

[︂
𝑑𝑢2

𝑑𝑧

]︂
𝑧=0

= 0. (2.21)

2.2. Пространство 𝑊
(1)
2 (R,R2)

Пусть 𝑢 : R → R2 — вектор-функция, компоненты которой 𝑢1(𝑧), 𝑢2(𝑧), имеет
первые производные по Соболеву, принадлежащие 𝐿2(R), т. е.

𝑢𝑘 ∈ 𝑊
(1)
2 (R), (𝑘 = 1, 2).

Рассмотрим линейное пространство 𝑊
(1)
2 (R,R2) всех таких вектор-функций.

Введём в 𝑊
(1)
2 (R,R2) скалярное произведение

(𝑢, 𝑣)
𝑊

(1)
2

≡ (𝑢1, 𝑣1)𝑊 (1)
2 (R) + (𝑢2, 𝑣2)𝑊 (1)

2 (R) (2.22)

и норму

‖ 𝑢 ‖
𝑊

(1)
2

=
√︁

(𝑢, 𝑢)
𝑊

(1)
2
,

т. е.
𝑊

(1)
2 (R,R2) = 𝑊

(1)
2 (R) ×𝑊

(1)
2 (R2)

и, следовательно, это банахово пространство.
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Рассмотрим в 𝑊
(1)
2 (R,R2) билинейную форму

𝑎(𝑢, 𝑣) =

+∞∫︁
−∞

𝜎(𝑧)

𝜎2(𝑧) + 𝜔2𝜀2(𝑧)

2∑︁
𝑖=1

𝑑𝑢𝑖

𝑑𝑧

𝑑𝑣𝑖
𝑑𝑧

𝑑𝑧+

+

+∞∫︁
−∞

𝜎(𝑧)[𝜆2
𝑥 − 𝜆2

𝑦 − 𝜔2𝜀(𝑧)𝜇(𝑧)] − 𝜔𝜀(𝑧)[2𝜆𝑥𝜆𝑦 − 𝜎(𝑧)𝜇(𝑧)]

𝜎2(𝑧) + 𝜔2𝜀2(𝑧)

2∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖𝑑𝑧, (2.23)

где
𝜔 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝜎(𝑧) > 0, 𝜇(𝑧) > 0, 𝜀(𝑧) > 0 – гладкие функции,

(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) ∈ 𝐷𝜆,

𝐷𝜆 = {(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) ∈ R2 : 𝜎[𝜆2
𝑥 − 𝜆2

𝑦 − 𝜔2𝜀𝜇] > 𝜔𝜀[2𝜆𝑥𝜆𝑦 − 𝜎𝜇] для ∀𝑧 ∈ R}.

Пусть

𝐿(𝑧) =
𝜎

𝜎2 + 𝜔2𝜀2
,

𝑀(𝑧) =
𝜎[𝜆2

𝑥 − 𝜆2
𝑦 − 𝜔2𝜀𝜇] − 𝜔𝜀[2𝜆𝑥𝜆𝑦 − 𝜎𝜇]

𝜎2 + 𝜔2𝜀2
.

Теорема 1. Если 𝛼 = inf
𝑧∈R

𝐿(𝑧) > 0, 𝛽𝜆 = inf
𝑧∈R

𝑀(𝑧) > 0,

𝐴𝜆 = max{sup
𝑧∈R

𝐿(𝑧), sup
𝑧∈R

𝑀(𝑧)} < +∞,

то билинейная форма (2.23) задаёт в 𝑊
(1)
2 (R,R2) скалярное произведение,

эквивалентное произведению (2.22).

Доказательство. Достаточно показать, что имеют место следующие неравен-
ства:

𝑎(𝑢, 𝑢) 6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡· ‖ 𝑢 ‖2
𝑊

(1)
2

(2.24)

‖ 𝑢 ‖2
𝑊

(1)
2

6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 · 𝑎(𝑢, 𝑢) (2.25)

для любой 𝑢 ∈ 𝑊
(1)
2 (R,R2).

Имеем

𝑎(𝑢, 𝑢) =

+∞∫︁
−∞

𝐿(𝑧)
2∑︁

𝑖=1

(︂
𝑑𝑢𝑖

𝑑𝑧

)︂2

𝑑𝑧 +

+∞∫︁
−∞

𝑀(𝑧)
2∑︁

𝑖=1

𝑢2
𝑖 𝑑𝑧.

Заметим, что 𝑎(𝑢, 𝑢) > 0 при 𝜆 = (𝜆𝑥, 𝜆𝑦) ∈ 𝐷𝜆.
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Имеем

+∞∫︁
−∞

𝐿(𝑧)
2∑︁

𝑖=1

(︂
𝑑𝑢𝑖

𝑑𝑧

)︂2

𝑑𝑧 6 𝐴𝜆

+∞∫︁
−∞

2∑︁
𝑖=1

(︂
𝑑𝑢𝑖

𝑑𝑧

)︂2

𝑑𝑧 6 𝐴𝜆 ‖ 𝑢 ‖2
𝑊

(1)
2

.

Далее
+∞∫︁

−∞

𝑀(𝑧)
2∑︁

𝑖=1

𝑢2
𝑖 𝑑𝑧 6 𝐴𝜆

+∞∫︁
−∞

2∑︁
𝑖=1

𝑢2
𝑖 𝑑𝑧 6 𝐴𝜆 ‖ 𝑢 ‖2

𝑊
(1)
2

.

Следовательно,
𝑎(𝑢, 𝑢) 6 2𝐴𝜆 ‖ 𝑢 ‖2

𝑊
(1)
2

,

и тем самым неравенство (2.24) установлено.
Докажем неравенство (2.25). Допустим, что оно не верно. Тогда для любого

натурального 𝑚 > 1 найдётся функция 𝑢𝑚 ∈ 𝑊
(1)
2 (R,R2), для которой

‖ 𝑢𝑚 ‖2
𝑊

(1)
2

> 𝑚 · 𝑎(𝑢𝑚, 𝑢𝑚).

Положим

𝑣𝑚(𝑧) =
𝑢𝑚(𝑧)

‖ 𝑢𝑚 ‖
𝑊

(1)
2

.

Тогда
‖ 𝑣𝑚 ‖

𝑊
(1)
2

= 1 (2.26)

и
𝑎(𝑣𝑚, 𝑣𝑚) <

1

𝑚
.

Откуда
+∞∫︁

−∞

2∑︁
𝑖=1

(︂
𝑑𝑣𝑖𝑚
𝑑𝑧

)︂2

𝑑𝑧 <
1

𝑚𝛼
, (2.27)

+∞∫︁
−∞

2∑︁
𝑖=1

𝑣2𝑖𝑚𝑑𝑧 <
1

𝑚𝛽𝜆

. (2.28)

Имеем, используя (2.27) и (2.28)

‖ 𝑣𝑚 − 𝑣𝑛 ‖2
𝑊

(1)
2

=‖ 𝑣𝑚 − 𝑣𝑛 ‖2𝐿2×𝐿2
+ ‖ 𝑑𝑣𝑚

𝑑𝑧
− 𝑑𝑣𝑛

𝑑𝑧
‖2𝐿2×𝐿2

6

6 (‖ 𝑣𝑚 ‖𝐿2×𝐿2 + ‖ 𝑣𝑛 ‖𝐿2×𝐿2)
2 +

(︂
‖ 𝑑𝑣𝑚

𝑑𝑧
‖𝐿2×𝐿2 + ‖ 𝑑𝑣𝑛

𝑑𝑧
‖𝐿2×𝐿2

)︂2

6 2 ‖ 𝑣𝑚 ‖2𝐿2×𝐿2
+2 ‖ 𝑣𝑛 ‖2𝐿2×𝐿2

+2 ‖ 𝑑𝑣𝑚
𝑑𝑧

‖2𝐿2×𝐿2
+2 ‖ 𝑑𝑣𝑛

𝑑𝑧
‖2𝐿2×𝐿2

6

6
2

𝑚𝛽𝜆

+
2

𝑛𝛽𝜆

+
2

𝑚𝛼
+

2

𝑛𝛼
.
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Тогда ‖ 𝑣𝑚 − 𝑣𝑛 ‖
𝑊

(1)
2
→ 0 при 𝑚,𝑛 → ∞, т. е. последовательность {𝑣𝑚} фун-

даментальна в 𝑊
(1)
2 (R,R2). Поэтому она сходится в 𝑊

(1)
2 (R,R2) к элементу

𝑣 ∈ 𝑊
(1)
2 (R,R2).

Переходя к пределу в (2.26), (2.28), получим

‖ 𝑣 ‖
𝑊

(1)
2

= 1, (2.29)

+∞∫︁
−∞

2∑︁
𝑖=1

𝑣2𝑖 𝑑𝑧 = 0. (2.30)

Из (2.30) следует 𝑣𝑖 = 0, т. е. 𝑣 ≡ 0. Последнее противоречит (2.29).
Теорема 1 доказана.

�

Замечание 1. В практически важном случае обычно берут 𝜔𝜀 = 0. Тогда

𝑀(𝑧) =
𝜆2
𝑥 − 𝜆2

𝑦

𝜎(𝑧)
.

Очевидно, условие 𝛽𝜆 > 0 означает ограниченность 𝜎(𝑧).

2.3. Существование слабых решений в классе 𝑊
(1)
2 (R,R2)

Рассмотрим вопрос о существовании и единственности решения краевой
задачи (2.17)–(2.21) в классе функций, допускающих первые обобщённые про-
изводные в смысла Соболева.

Домножим слева уравнение (2.17) на 𝜑* = (𝜑1, 𝜑2), где 𝜑𝑖 – гладкие функ-
ции, и проинтегрируем по 𝑧 от 𝑧 = 0 до 𝑧 = 𝑧𝑖 (𝑖 = 0, 1):

𝑧𝑖∫︁
0

𝜑* 𝑑

𝑑𝑧

(︂
𝑃
𝑑𝑢

𝑑𝑧

)︂
𝑑𝑧 +

𝑧𝑖∫︁
0

𝜑*𝑄𝑢𝑑𝑧 = 0

или

𝜑*𝑃
𝑑𝑢

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒𝑧𝑖
0

−
𝑧𝑖∫︁
0

𝑑𝜑*

𝑑𝑧
𝑃
𝑑𝑢

𝑑𝑧
𝑑𝑧 +

𝑧𝑖∫︁
0

𝜑*𝑄𝑢𝑑𝑧 = 0.

Получаем два уравнения (при 𝑖 = 0, 1):

𝜑*(𝑧1 − 0)𝑃 (𝑧0)
𝑑𝑢

𝑑𝑧
(𝑧1 − 0) − 𝜑*(0)𝑃 (0)

𝑑𝑢

𝑑𝑧
(+0) −

𝑧1∫︁
0

𝑑𝜑*

𝑑𝑧
𝑃
𝑑𝑢

𝑑𝑧
𝑑𝑧 +

𝑧1∫︁
0

𝜑*𝑄𝑢𝑑𝑧 = 0,

𝜑*(𝑧1 + 0)𝑃 (𝑧0)
𝑑𝑢

𝑑𝑧
(𝑧1 + 0) − 𝜑*(0)𝑃 (0)

𝑑𝑢

𝑑𝑧
(−0) +

0∫︁
𝑧0

𝑑𝜑*

𝑑𝑧
𝑃
𝑑𝑢

𝑑𝑧
𝑑𝑧 −

0∫︁
𝑧0

𝜑*𝑄𝑢𝑑𝑧 = 0.
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Вычитая из первого уравнения второе, получаем

−
𝑧1∫︁

𝑧0

𝑑𝜑*

𝑑𝑧
𝑃
𝑑𝑢

𝑑𝑧
𝑑𝑧 +

𝑧1∫︁
𝑧0

𝜑*𝑄𝑢𝑑𝑧 + 𝜑*(𝑧1 − 0)𝑃 (𝑧1)
𝑑𝑢

𝑑𝑧
(𝑧1 − 0)−

−𝜑*(𝑧0 + 0)𝑃 (𝑧0)
𝑑𝑢

𝑑𝑧
(𝑧0 + 0) − 𝜑*(0)𝑃 (0)

[︂
𝑑𝑢

𝑑𝑧

]︂
𝑧=0

= 0. (2.31)

В силу непрерывности 𝑢 и 𝑑𝑢
𝑑𝑧

на поверхностях раздела 𝑧 = 𝑧𝑖 можно распро-
странить интегрирование в (2.31) на всю вещественную ось 𝑧. В этом случае,
учитывая условия излучения (2.19), мы вместо (2.31) будем иметь следующее
тождество:

+∞∫︁
−∞

𝑑𝜑*

𝑑𝑧
𝑃
𝑑𝑢

𝑑𝑧
𝑑𝑧 +

+∞∫︁
−∞

𝜑*𝑄𝑢𝑑𝑧+

+
𝜎(0)

𝜎2(0) + 𝜔2𝜀2(0)
𝜑1(0) +

𝜔𝜀(0)

𝜎2(0) + 𝜔2𝜀2(0)
𝜑2(0) = 0. (2.32)

Соотношение (2.32) распространяется на класс функций 𝜑 и 𝑢 из 𝑊
(1)
2 (R,R2) с

нормой
‖ 𝑢 ‖

𝑊
(1)
2

=
√︁

‖ 𝑢1 ‖2
𝑊

(1)
2 (R)

+ ‖ 𝑢2 ‖2
𝑊

(1)
2 (R)

.

Введём следующую билинейную форму

𝑎(𝑢, 𝜑) = −
+∞∫︁

−∞

𝑑𝜑*

𝑑𝑧
𝑃
𝑑𝑢

𝑑𝑧
𝑑𝑧 +

+∞∫︁
−∞

𝜑*𝑄𝑢𝑑𝑧 (2.33)

и линейную форму

𝑙(𝜑) = − 𝜎(0)

𝜎2(0) + 𝜔2𝜀2(0)
𝜑1(0) − 𝜔𝜀(0)

𝜎2(0) + 𝜔2𝜀2(0)
𝜑2(0) = 0. (2.34)

Тогда (2.32) принимает вид
𝑎(𝑢, 𝜑) = 𝑙(𝜑). (2.35)

Имеем

𝑎(𝑢, 𝑢) =

+∞∫︁
−∞

𝐿(𝑧)
2∑︁

𝑖=1

(︂
𝑑𝑢𝑖

𝑑𝑧

)︂2

𝑑𝑧 +

+∞∫︁
−∞

𝑀(𝑧)
2∑︁

𝑖=1

𝑑𝑢𝑖
2𝑑𝑧.

Допустим, что
𝛼 = inf

𝑧∈R
𝐿(𝑧) > 0 (2.36)

и пара (𝜆𝑥, 𝜆𝑦) принадлежит области 𝐷𝜆 ⊂ R2, определённой как

𝐷𝜆 = {(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) ∈ R2 : 𝜎[𝜆2
𝑥 − 𝜆2

𝑦 − 𝜔2𝜀𝜇] > 𝜔𝜀[2𝜆𝑥𝜆𝑦 − 𝜎𝜇] для ∀𝑧 ∈ R}.
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Зафиксируем 𝜆 ∈ 𝐷𝜆. По теореме 1 билинейная форма 𝑎(𝑢, 𝜑) задаёт в
𝑊

(1)
2 (R,R2) скалярное произведение, эквивалентное стандартному скалярному

произведению
(𝑢, 𝜑)

𝑊
(1)
2

= (𝑢1, 𝜑1)𝑊 (1)
2

+ (𝑢1, 𝜑1)𝑊 (1)
2
,

если только

𝛽𝜆 = inf
𝑧∈R

𝜎[𝜆2
𝑥 − 𝜆2

𝑦 − 𝜔2𝜀𝜇] − 𝜔𝜀[2𝜆𝑥𝜆𝑦 − 𝜎𝜇]

𝜎2 + 𝜔2𝜀2
> 0

и 𝐴𝜆 < +∞ (см. 2.2).
Следовательно,

𝑎(𝑢, 𝑢) > 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡· ‖ 𝑢 ‖2
𝑊

(1)
2

. (2.37)

Далее в области 𝐷𝜆 имеем

|𝑎(𝑢, 𝜑)| 6 𝐴𝜆

⎡⎣ 2∑︁
𝑖=1

+∞∫︁
−∞

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢𝑖

𝑑𝑧

𝑑𝜑𝑖

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑧 +

2∑︁
𝑖=1

+∞∫︁
−∞

|𝑢𝑖𝜑𝑖|𝑑𝑧

⎤⎦ 6

6 𝐴𝜆

⎡⎢⎣ 2∑︁
𝑖=1

⎛⎝ +∞∫︁
−∞

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢𝑖

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑧

⎞⎠1/2⎛⎝ +∞∫︁
−∞

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜑𝑖

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑧

⎞⎠1/2

+
2∑︁

𝑖=1

⎛⎝ +∞∫︁
−∞

𝑢2
𝑖 𝑑𝑧

⎞⎠1/2⎛⎝ +∞∫︁
−∞

𝜑2
𝑖 𝑑𝑧

⎞⎠1/2
⎤⎥⎦ 6

6 𝐴𝜆

[︃
2∑︁

𝑖=1

(︂
‖ 𝑑𝑢𝑖

𝑑𝑧
‖2𝐿2(R) + ‖ 𝑢𝑖 ‖2𝐿2(R)

)︂1/2(︂
‖ 𝑑𝜑𝑖

𝑑𝑧
‖2𝐿2(R) + ‖ 𝜑𝑖 ‖2𝐿2(R)

)︂1/2

+

+
2∑︁

𝑖=1

(︂
‖ 𝑢𝑖 ‖2𝐿2(R) + ‖ 𝑑𝑢𝑖

𝑑𝑧
‖2𝐿2(R)

)︂1/2(︂
‖ 𝜑𝑖 ‖2𝐿2(R) + ‖ 𝑑𝜑𝑖

𝑑𝑧
‖2𝐿2(R)

)︂1/2
]︃

=

= 2𝐴𝜆

2∑︁
𝑖=1

‖ 𝑢𝑖 ‖𝑊 (1)
2

· ‖ 𝜑𝑖 ‖𝑊 (1)
2
6

6 𝐴𝜆

⎯⎸⎸⎷ 2∑︁
𝑖=1

‖ 𝑢𝑖 ‖𝑊 (1)
2

·

⎯⎸⎸⎷ 2∑︁
𝑖=1

‖ 𝜑𝑖 ‖𝑊 (1)
2

= 𝐴𝜆 ‖ 𝑢 ‖
𝑊

(1)
2

· ‖ 𝜑 ‖
𝑊

(1)
2
,

т. е.
|𝑎(𝑢, 𝜑) 6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡· ‖ 𝑢 ‖

𝑊
(1)
2

· ‖ 𝜑 ‖
𝑊

(1)
2

. (2.38)

Из (2.37), (2.38), согласно теореме Лакса–Мильграма [3, c. 180], следует одно-
значная разрешимость вариационной задачи (2.35) в классе 𝑊

(1)
2 (R,R2).

Итак, краевая задача (2.17)–(2.21) имеет единственное слабое решение. При
этом достаточно требовать лишь интегрируемости функций 𝐿(𝑧) и 𝑀(𝑧), а не
𝜎, 𝜇, 𝜀 ∈ 𝐶1(R).
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2.4. Определение области 𝐷𝜆

Пусть 𝑢(𝑧, 𝜆) — классическое решение задачи (2.17)–(2.21). Покажем, что
оно не имеет особенностей по 𝜆 при 𝜆 ∈ 𝐷𝜆. Из (2.32) при 𝜑 = 𝑢 имеем

+∞∫︁
−∞

𝑑𝑢*

𝑑𝑧
𝑃
𝑑𝑢

𝑑𝑧
𝑑𝑧 +

+∞∫︁
−∞

𝑢*𝑄𝑢𝑑𝑧+

+
𝜎(0)

𝜎2(0) + 𝜔2𝜀2(0)
𝑢1(0) +

𝜔𝜀(0)

𝜎2(0) + 𝜔2𝜀2(0)
𝑢2(0) = 0. (2.39)

При 𝜆 ∈ 𝐷𝜆 имеем

𝑞(𝜆) ≡ − 𝜎(0)

𝜎2(0) + 𝜔2𝜀2(0)
𝑢1(0, 𝜆) − 𝜔𝜀(0)

𝜎2(0) + 𝜔2𝜀2(0)
𝑢2(0, 𝜆) > 0. (2.40)

Из (2.39) и (2.40) получаем неравенство

0 6

+∞∫︁
−∞

(︂
𝑑𝑢2

𝑑𝑧

)︂2

𝑑𝑧 6 𝛼−1𝑞(𝜆). (2.41)

Теорема 2. При условии (2.36) классическое решение 𝑢(𝑧, 𝜆) не имеет по
переменной 𝜆 ∈ 𝐷𝜆 особенностей.

Доказательство. Пусть 𝑢(𝑧, 𝜆) имеет полюс порядка 𝑚 в точке 𝜆0(𝑧), т. е.
предполагаем, что 𝑢(𝑧, 𝜆) аналитична по 𝜆, кроме точки 𝜆0(𝑧).

Тогда в некоторой окрестности точки 𝜆0(𝑧) имеем

𝑢(𝑧, 𝜆) =
𝑎(𝑧)

[𝜆− 𝜆0(𝑧)]𝑚
, 𝑎(𝑧) ̸= 0, 𝑚 > 1. (2.42)

Откуда
𝑢2(𝑧, 𝜆) = [(𝜆𝑥 − 𝜆𝑥0(𝑧))2 + (𝜆𝑦 − 𝜆𝑦0(𝑧))2]−𝑚×

×𝐼𝑚 𝑎(𝑧)
𝑚∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑚 · (𝜆𝑥 − 𝜆𝑥0(𝑧))𝑘(−𝑖)𝑚−𝑘(𝜆𝑦 − 𝜆𝑦0(𝑧))𝑚−𝑘

или

𝑢2(𝑧, 𝜆) =

𝑚∑︀
𝑘=0

𝑏𝑘(𝑧)(𝜆𝑥 − 𝜆𝑥0(𝑧))𝑘(𝜆𝑦 − 𝜆𝑦0(𝑧))𝑚−𝑘

[(𝜆𝑥 − 𝜆𝑥0(𝑧))2 + (𝜆𝑦 − 𝜆𝑦0(𝑧))2]𝑚
. (2.43)

Покажем, что

𝜆0(𝑧) ∈ 𝐶(R) ∩ 𝐶1(R ∖ {0}),

производные 𝜆0(𝑧) справа и слева от 0 конечны.

}︃
(2.44)

Действительно, из (2.42) видно, что если 𝜆 ̸= 𝜆0(𝑧), то 𝑢(𝑧, 𝜆) можно дважды
дифференцировать по 𝜆.
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Тогда, дифференцируя по 𝜆 равенство

[𝜆− 𝜆0(𝑧)]𝑚𝑢(𝑧, 𝜆) = 𝑎(𝑧),

получим

[𝜆− 𝜆0(𝑧)]𝑚
𝜕𝑢

𝜕𝜆
+ 𝑚[𝜆− 𝜆0(𝑧)]𝑚−1𝑢 = 0,

[𝜆− 𝜆0(𝑧)]
𝜕𝑢

𝜕𝜆
+ 𝑚𝑢 = 0,

𝜆0(𝑧) = 𝜆 +
𝑚𝑢(︂
𝜕𝑢

𝜕𝜆

)︂ . (2.45)

Так как 𝑢 ∈ 𝐶1(R ∖ {0}), 𝑢 ∈ 𝐶(R) и существуют конечные производные у 𝑢 по
𝑧 в 0 справа и слева, то из (2.45) следует (2.44)1.

Предположим, что 𝜆0(𝑧) ≡/ 𝜆0(0). Возьмём 𝑧0 так, что 𝜆0(𝑧0) ̸= 𝜆0(0). Из
непрерывности 𝜆0(𝑧) заключаем, что существует сегмент [𝛾, 𝛿], 𝑧0 ∈ (𝛾, 𝛿) такой,
что разложение (2.42) справедливо для всех 𝑧 ∈ [𝛾, 𝛿] при любом 𝜆, принадле-
жащем некоторому кругу 𝜃 с центром 𝜆0(𝑧0). Тогда из (2.41) следует

0 6

𝛿∫︁
𝛾

(︂
𝑑𝑢2

𝑑𝑧

)︂2

𝑑𝑧 6 𝛼−1𝑞(𝜆), 𝜆 ∈ 𝜃,

куда можно подставить (2.43).
Получаем

0 6

𝛿∫︁
𝛾

[𝑝(𝜆𝑥 − 𝜆𝑥0(𝑧), 𝜆𝑦 − 𝜆𝑦0(𝑧))]2

[(𝜆𝑥 − 𝜆𝑥0(𝑧))2 + (𝜆𝑦 − 𝜆𝑦0(𝑧))2]2𝑚+2
𝑑𝑧 6 𝛼−1𝑞(𝜆), (2.46)

где 𝑝(𝑢, 𝑣) — полином степени 6 𝑚 + 1 с коэффициентами — полиномами от
𝑎𝑥(𝑧), 𝑎𝑦(𝑧), 𝑑𝜆𝑥0(𝑧)

𝑑𝑧
, 𝑑𝜆𝑦0(𝑧)

𝑑𝑧
.

Возьмём 𝜆 так, что оно не есть особенность для 𝑢(0, 𝜆). Тогда 𝑞(𝜆) — ко-
нечно, то есть (2.46) означает сходимость выписанного интеграла. Но он как
раз расходящийся, если 𝜆 равно, например, 𝜆0(𝑧1), где 𝑧1 ∈ [𝛾, 𝛿].

Получили противоречие.
Но мы предполагали, что 𝜆0(𝑧) ≡/ 𝜆0(0). Пусть теперь 𝜆0(𝑧) ≡ 𝜆0(0).
При 𝜆𝑦 = 𝜆𝑦0(0) имеем

𝑢2(𝑧, 𝜆) =
𝑎𝑦(𝑧)

[𝜆𝑥 − 𝜆𝑥0(0)]𝑚
, (2.47)

𝑢1(𝑧, 𝜆) =
𝑎𝑥(𝑧)

[𝜆𝑥 − 𝜆𝑥0(0)]𝑚
, (2.48)

1𝜕𝑢/𝜕𝜆 ∈ 𝐶(R ∖ {0}), поскольку дифференцируя интегральное тождество (2.32) по 𝜆, полу-
чаем интегральное тождество для 𝜕𝑢/𝜕𝜆. Для него вариационная задача подобна задаче (2.32).
Значит 𝜕𝑢/𝜕𝜆 ∈ 𝑊

(1)
2 . Откуда 𝜕𝑢/𝜕𝜆 ∈ 𝐶(R), благодаря вложению 𝑊

(1)
2 ⊂ 𝐶.
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Из (2.39), (2.40) имеем

0 6

+∞∫︁
−∞

[︃(︂
𝑑𝑢1

𝑑𝑧

)︂2

+

(︂
𝑑𝑢2

𝑑𝑧

)︂2
]︃
𝑑𝑧 6 𝛼−1𝑞(𝜆). (2.49)

Подставляя (2.47), (2.48) в (2.49), получаем

0 6

+∞∫︁
−∞

[︃(︂
𝑑𝑢1

𝑑𝑧

)︂2

+

(︂
𝑑𝑢2

𝑑𝑧

)︂2
]︃
𝑑𝑧 6 𝛼−1𝑞(𝜆)[𝜆𝑥 − 𝜆𝑥0(0)]2𝑚 =

= − 𝛼−1

𝜎2(0) + 𝜔2𝜀2(0)
[𝑎𝑥(0)𝜎(0) + 𝜔𝜀(0)𝑎𝑦(0)][𝜆𝑥 − 𝜆𝑥0(0)]2𝑚.

Устремляя 𝜆𝑥 к 𝜆𝑥0(0), получаем

+∞∫︁
−∞

[︃(︂
𝑑𝑎𝑥
𝑑𝑧

)︂2

+

(︂
𝑑𝑎𝑦
𝑑𝑧

)︂2
]︃
𝑑𝑧 = 0,

то есть
𝑎𝑥(𝑧) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑎𝑦(𝑧) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Учитывая условие на бесконечности (2.19), получаем

𝑎(𝑧) ≡ 0,

то есть
𝑢(𝑧, 𝜆) ≡ 0.

Это противоречит граничному условию [𝑑𝑢
𝑑𝑧

]𝑧=0 = 1. Следовательно, функция
𝑢(𝑧, 𝜆) не имеет полюсов по 𝜆 в области 𝐷𝜆.

Но 𝑢(𝑧, 𝜆) не имеет и существенных особенностей. Действительно, по тео-
реме Пикара [4, c. 141] 𝑢(0, 𝜆) будет принимать в окрестности существенно
особых точек 𝜆0(0) любые конечные значения, за исключением, быть может,
одного. Тогда найдётся точка 𝜆1 такая, что 𝑢(0, 𝜆1) = 𝑢1(0, 𝜆1) > 0. Но это
противоречит неравенству (2.40).

Итак, особых точек по 𝜆 у решения 𝑢(𝑧, 𝜆) задачи (2.17)–(2.21) быть не
может.

Теорема 2 доказана.
�

2.5. Вычисление электромагнитного поля на ЭВМ

Имеем
H = 𝑟𝑜𝑡 A,

E = 𝑖𝜔𝜇A + ∇
{︂

1

𝜎 − 𝑖𝜔𝜀
𝑑𝑖𝑣A

}︂
, A = (0, 0, 𝐴),
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где

𝐴(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

2𝜋

+∞∫︁
0

𝜆𝐼0(𝜆𝑟)𝑢(𝑧, 𝜆)𝑑𝜆.

Следовательно, поля H и E выражаются в виде суммы интегралов вида

+∞∫︁
0

𝒟𝛼𝐼0(𝜆𝑟)
𝑑𝑘𝑢(𝑧, 𝜆)

𝑑𝑧𝑘
𝜆𝑑𝜆, |𝛼|, 𝑘 6 2,

где 𝒟𝛼 — производная по 𝑥 и 𝑦.
В силу теоремы 2 при 𝜆 ∈ 𝐷𝜆 функция

𝑑𝑘𝑢(𝑧, 𝜆)

𝑑𝑧𝑘

не имеет особенностей по 𝜆. Значит, можно деформировать контур интегриро-
вания в комплексную область изменения переменной 𝜆, не выходя за пределы
области 𝐷𝜆. Это позволяет избежать быстроосцилирующих функций в качестве

Рис. 2. Область 𝐷𝜆

подынтегральных выражений и, следовательно, эффективно провести вычисле-
ние полей H, E на ЭВМ.

В практически важном случае 𝜔𝜀 ≈ 0. Тогда

𝐷𝜆 = {(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) ∈ R2 : |𝜆𝑥| > |𝜆𝑦|},

т. е. область допустимой деформации контура интегрирования достаточно про-
стая (рис. 2), в то же время весьма приемлемая с точки зрения процедуры
вычисления интересующих нас интегралов на ЭВМ [2].
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Заключение

Результат, представленный в данной статье, был анонсирован в [5], а его
полное изложение было дано в научном отчёте [6], который находится в труд-
нодоступном архиве. Там можно найти и решение аналогичной задачи для
горизонтально-слоистой среды с горизонтальным (магнитным и электрическим)
диполем в качестве источника.

Следует сказать, что случай вертикального электрического диполя является
наиболее сложным. Сложнее только горизонтальные диполи. Эти случаи дают
не одно, а два уравнения, аналогичные вертикальным электрическому и маг-
нитному диполям (второе проще анализировать). Кроме того, в одном из них
на горизонтали источника терпит разрыв не производная, а само решение. Это
вынуждает изменить класс пространств, в котором ищется решение. Но ничего
принципиально нового нет.

В одном из отчётов [7–11] приведена иная постановка задачи для случая
всех диполей. В качестве неизвестных выбраны вертикальные компоненты пол-
ного (включая сторонний источник) электрического и магнитного «тока». Коэф-
фициенты принадлежат пространству 𝐿∞, а решение ищется в классе 𝑊

(1)
2 . Бо-

лее того, удалось дать определения вертикального и горизонтального диполей
(и электрического, и магнтного), находящихся на границе разрыва параметров
среды (но не наклонного). При этом содержание теорем не меняется.

Наконец, заметим, что в настоящее время модель вертикально неоднородной
среды практически не актуальна. Тем не менее она используется:

а) как фоновая в методе объёмных интегральных уравнений. Именно для
неё вычисляется функция (тензор) Грина;

б) в случае недостатка числа измеряемых сигналов, например, при инверсии
для навигации во время бурения;

в) реже в других случаях электромагнитного каротажа или наземной элек-
троразведки.
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