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Т. X X V I I , № 3 

СИБИРСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ Ж У Р Н А Л 

М А Й — И Ю Н Ь 1986 

У Д К 513.812 

А. К. Г У Ц 

ОТОБРАЖЕНИЯ 
УПОРЯДОЧЕННОГО ПРОСТРАНСТВА ЛОБАЧЕВСКОГО 

Рассмотрим n-мерное пространство Лобачевского Л п , п > 2, в ко­
тором задан порядок, инвариантный относительно некоторой просто 
транзитивной подгруппы Т группы движений. Поставим перед собой 
задачу полного описания изотонных гомеоморфизмов / : Л п Л п (т. е. 
/ и /"* монотонны). В евклидовом пространстве аналогичная задача 
была решена в статье А. Д. Александрова [1]. 

Результаты статьи анонсированы в [2]. 

§ 1. Определения и обозначения 

(1.1). Геометрически введение порядка в Л п состоит в том, что 
каждой точке х ^ Л и сопоставляем множество P x c J J n с условиями: 
1) х&Рх; 2) если у ^ Рх, то РУ^РХ; 3) при хФу имеем РХФРУ. Тогда, 
записывая отношение у ^ Рх как х < у, получаем частичный поря­
док в Л п . 

Инвариантность порядка относительно группы Т понимается сле­
дующим образом: если t^T, то t(Px) = Pt{x) для любой точки i g J I " , 

Фиксируем в Л п точку е, и если М — какое-либо множество в Л п , 
содержащее точку е, то Мх обозначает множество, полученное из М 
с помощью движения t&T, переводящего е в точку х. 

Биективное отображение / : Л п Л п упорядоченного пространства 
Л'1 называется изотопным, если для любой точки имеем f(Px)=Pf(x). 
Нетрудно проверить, что биекция / изотонна тогда и только тогда, 
когда / и /~ 4 монотонны, т. е. если х ^ у, то f(x)< f(y) и / ^ ( я ) ^ }~~*(у). 

(1.2). Пусть хь . .., хп — прямоугольные декартовы координанты в 
евклидовом пространстве R n . Под моделью Пуанкаре пространства Ло­
бачевского понимаем полупространство b e R f l : xt > 0), в котором мет­
рика Лобачевского задается следующей дифференциальной формой: 

| *\ 
ds*=k2-^ , & = constat). 

*1 
Группа Т состоит из преобразований t вида 

(Xi, . . . , хп) (Ххи %х% + <Х\, . . . , Кхп + oc n_i), 
гДе X > 0, а ь . . . , , an-i — вещественные числа, и является разрешимой 
^коммутативной группой Ли. 

Пусть I —- прямая, проходящая через точку е. Обозначим через А 
Множество всех прямых, параллельных прямой I (в некотором заданном 
Управлении). Пусть л — произвольная двумерная плоскость, проходя­
щая через прямую I Символом Ч'я обозначим множество' всех эквиди-
стант, лежащих в л; и отвечающих прямой Z. Введем также множество 

всех орициклов, лежащих в я и ортогональных I; причем если fe<= 
^ Фя — орицикл, то А, рассматриваемый как предел окружностей, ха-
4* 
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рактеризуется тем, что центры указанных окружностей берутся на лу­
че l+ cz I, который, исходя из некоторой точки, уходит в направлении 
параллельности семейства прямых Л. 

Мы преддолагаем далее, что Л в модели Пуанкаре изображается 
координатными линиями xt. Тогда элементам множеств Ф я и Wn со­
ответствуют евклидовы прямые (точнее, пересечения евклидовых 
прямых с b e R n : xt > 0 ) ) . 

Обозначим через S множество всех элементов, полученных из эле­
ментов множества 2 Я = Л |J Wn [] Фп, взятых для любой плоскости л, 
/ с : я, с помощью группы Г. Т. е. если а « 2 , то существуют t^T и 
элемент а ; Е 2 л для некоторой плоскости л такие, что а = t(a')-. Мож­
но символически написать 

Элементы множества 2 будем называть квазипрямыми (для крат­
кости q-прямыми). Из квазипрямых обычным образом можно получить 
g-лучи, т-мерные g-плоскости и т. д. В модели Пуанкаре пересечение 
любой евклидовой прямой с полупространством {х± > 0 ) представляет 
некоторую д-прямую. 

-Под q-конусом С с вершиной в точке е понимаем множество, ко­
торое вместе с каждой точкой х содержит целый g-луч с началом е, 
проходящий через х,. 

Множество i c J I n называется q-выпуклым, если вместе с любыми 
двумя своими точками х, у оно содержит весь g-отрезок с концами- х и у . 

Через 1{х, у), х¥=у, обозначим g-прямую, проходящую через точ­
ки х, у, а через 1+(х, у) — g-луч, исходящий из точки х и проходящий 
через точку у. Квазиотрезок с концами х, у обозначаем через [х, у], 

(1.3.) Множества A, J5<=JIn назовем Т-параллельными, если су­
ществует движение t& Т такое, что t(A) = B. Говорим, что семейство 
Т-параллельных множеств {Мх: х е Jp} сохраняется при отображении 
/ : Л п Л п , если f(Mx) = МНщ для любой # е Л п . 

(1.4). Через \А\ будем обозначать объект, отвечающий объекту 
А <= Лп при его изображении в модели Пуанкаре. Таким образом, |ЛП1 = 
= { ( # i , „ . . . , хп)^ R n : Xi > Oh Положим Н= {xt = 0 ) . 

(1.5). Если 4 c J I n , то через int.4, А, дА обозначаем соответствен­
но внутренность, замыкание и границу множества А. 

(1.6). Определение g-конуса LXK. Пусть L — g-луч с началом е, 
К — g-конуе с вершиной е, причем L, К не лежат в одной д-плоскости 
шЬПК=*{е}. Продолжим \L\, \К\ естественным образом на W до 
(евклидовых) луча Е и конуса R соответственно. Тогда под LXK 
будем понимать такое множество, что \ЬХ К\ =* |Л П | (\(ЕХК). Мно­
жество LXK есть g-конус с вершиной е, и его можно определить, 
не прибегая к модели Пуанкаре. 

В самом деле, 
LxK=* U 1+{е,х), 

где А == U L x . 

(1.7). Отображение будем называть квазиаффинным, если оно лю­
бую g-прямую отображает на д-прямую. 

Очевидно, что группа Т состоит из квазиаффинных движений. 

§ 2. Квазиконические порядки 

. (2.1). Нетрудно видеть, что g-выпуклый квазиконус С задает ин­
вариантный порядок в Л п , т. е. порождаемое им семейство множеств 
(Сх: х е= Л п } удовлетворяет условиям 1—3 из (1.1) в § 1. Рассмотрим 
три случая: 
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Л) СФЕХК; 
2) C = LXK; , 
3) СФЕХК, но С = ЬХК. 
Эти три случая исчерпывают все возможности, возникающие при 

изучении квазиконических порядков. Соответствующие изотонные го-
мебмррфные отображения / изучаются в § 3—5. Из этих параграфов 
следует, что в типичном (первом) случае отображение будет квазиаф­
финным. Два других случая исключительны, а соответствующие ото­
бражения могут быть достаточно произвольные, но тем не менее хо­
рошо описываемые. 

(2.2). Изотонные отображения / общих порядков, т. е. не квази-
коничееких, при определенных условиях будут сохранять некоторые по­
рядки, задаваемые g-конусом, и, следовательно, также в «типичном* 
случае будут квазиаффинными [2]. Как это можно сделать, показано 
ниже в § 6. 

(2.3). Отметим важный факт, часто используемый в ходе доказа­
тельства теорем. Если Шх: х^Е) — некоторое семейство множеств, где 
М <= Е — либо g-конус, либо объединение g-прямых, то для изучения 
отображений /: Е-+Е, сохраняющих данное семейство, не имеет зна­
чения, является ли Е пространством Лобачевского Л™, m ^ 1, или ква­
зиплоскостью, не являющейся орисферой. 

Действительно, в этом легко убедиться, переходя к модели Пу­
анкаре. 

§ 3. Отображение / в случае квазиконуса С Ф L X К 

Полагаем, что int С Ф 0 . 
(3.1). Теорема 1. Если порядок в JP, п > 2, задан q-конусом С та­

ким, что дС не содержит q-прямой и СФЬХК, где L — q-луч и К — 
q-конус меньшей размерности, то любое гомеоморфное изотопное ото­
бражение f является квазиаффинным*. 
Доказательству теоремы предпошлем следующую лемму. 

Лемма 1. Пусть о — открытая полуплоскость, лежащая в аффинной 
плоскости т, и {Vx: X G T ) (i = 1, 2, 3) — три различных семейства 
параллельных прямых в т. Если / : о о — гомеоморфизм такой, что 
/ (Lx) = L){x), где Lx = а П К, х е о, i = 1, 2, 3, то f аффинно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для 2-плоскости а этот результат доказан 
в [1, с. 12]. Пусть о — полуплоскость. Обозначим через Н границу а. 
Продолжим / на Н. Предположим, что Ll

x, L | — полупрямые. Естествен­
ным образом продолжим Lx, L% на Я . Пусть {z} = Lx f] L\ и z e Я . 
Тогда L){x) П L 2

m П Нф0.В самом деле, допустим, что L){x) (] L\y) f| 
П Й = 0 . Полупрямые Ь\х) и Ь\у) ограничивают область U такую, 
что найдется точка а ^ U, для которой L\, LlczU, 

(Ы U Ы) П Ь\х) * 0 , (Ll U LI) П L*m = 0 . (1) 

Переходя к прообразам, заметим, что 

[Г1(ь1

а)[}Г1№)]Г\[ь1иЦ]ф0, 
это противоречит равенствам (1) . Итак, L){x) f| Ь\у) = {z'} и z ' s f l . 
Тогда полагаем по определению f(z)=*z'. Тем самым получаем непре­
рывное и биективное продолжение / на Я . Пусть L\, L\, где \а\ = 
^ ( 0 , . . . , 0 ) , взяты за оси координат \, ц, а л у ч и f ( L l ) — за оси 
к°ординат | ' , ц в образе. Возьмем на Ll точку Ъ. Проведем через 

* В [2] ошибочно сказано «изометричным». Последнее справедливо при до­
полнительных условиях, налагаемых на С. • 
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нее прямые XI, X*. Через точки пересечения си с2 этих прямых с Х\, XI 
проведем прямые Х^, Xl^ и т. д. Будем иметь на о целочисленную ре­
шетку {(па, т$): п, т целыеК Так как отображение / переводит па­
раллельные прямые в параллельные, то построение сохраняется. Сле­
довательно, / ({ ( / га , т$)}) есть целочисленная решетка {(па, т$'): 
п, т целые). Если / (£ , r\)^(fi(l, ц), / 2 ( § , rj)) , то / 4 ( | , л Н М Ю , 
/а(6. Л ^ Ы ч Ь fi(na)=nft(a)=na', / а ( т р ) « m/ 2(JJ) = т[$' . Это верно 
при любых а, §. Поэтому, взяв а, р 0 и имея в виду, что / непре­
рывно, получаем: / аффйнно. 

З а м е ч а н и е . Лемма остается справедливой, если предполагать, 
что / отображает три семейства параллельных прямых (в общем поло­
жении) на три аналогичных семейства прямых. Доказательство этого 
факта, по существу, не отличается от приведенного выше. 

Д о к а з а т е л ь с т в у т е о р е м ы 1. Так как / — гомеоморфизм, 
будем считать, что С — С, т. е. С —- замкнутый квазиконус. 

(a) В наших обозначениях С" = {х& Л п : х ^ е), где < — порядок, 
заданный g-конусом С. Если / — изотонная биекция, то, очевидно, 
f (Сх) = CJ(x)- Рассмотрим двойной поверхностный g-конус Q = дС U 
U дС~. Пусть X — произвольная g-прямая, проходящая через точку е 
и лежащая на Q. В модели Пуанкаре X изобразится евклидовой пря­
мой, которая может иметь точку пересечения с гиперплоскостью # = 
= feeRn: «i==0}. Пусть х, у&Х и хФу. Будем говорить, что g-луч 
1+(х,' у) свободный, если его изображение в модели Пуанкаре не пере­
секается с гиперплоскостью Я . 

Пусть теперь у — точка на границе dQx такая, что g-луч 1+(х, у) 
свободный. Пусть 

и Мху = U С7 U е Z + (х, у)}, если 1+ (х, у) cz дСх, 

Мху = U Сг [z ё= 1+ [х, у)), если 1+ (х, у) c z дСх. 
Если Мху оказывается g-полупространством, то т = дМ^ является д-ка-
сательной д-плоскостью квазиконуса Су в точке я и 'в то же время 
(по симметрии) д-касательной к квазиконусу Сх в точке у. Обратно, 
если в у квазиконус Сх имеет д-касательную д-плоскость т, то т = дМху, 
когда луч 1+(х, у) свободный, и т = дМхи, где и&1(х, у)\1+(х„ у), когда 
1+(х, у) — не свободный луч. 

В общем случае Мщ представляется в модели Пуанкаре выпуклым 
конусом — двугранным углом, содержащим прямую, проходящую через 
точки х, у. Пусть Еху — д-плоскость наибольшей размерности, проходя­
щая через х и лежащая в Мху. ^_ 

Если Muv определено, то, как .легко проверить, Muv = Мщ тогда и 
только тогда, когда и, v R ^ . Следовательно, Я а есть_множество всех 
и, для которых существуют точки v такие, что Muv = Мху. 

Следовательно, множества Мщ, и Нху определяются только в терми­
нах порядка и топологии. П о э т о м у они сохраняются при непрерывном 
отображении /, так что f(Mxy) и f(Rxv) имеют тот же смысл. 

Как мы выяснили выше, квазикоиус Сх имеет ^-касательную д-пло­
скость т в точке у тогда и только тогда, когда существует точка и, 
равная, быть может, и уг такая, что т = дМхи. Стало быть, Rxu = дМХи-
Гомеоморфизм / сохранит это равенство, являющееся условием, опре­
деляющим g-касательную д-плоскость. Значит, д-касательным д-плоско-
стям квазиконусов Сх отвечают д-касательные д-плоскости квазикону­
сов Cf(x) и обратно. 

(b) д-Касательные Г-параллельные д-плоскости т 4 , т 2, т 2 = *(т 4 .), где 
; t& Т, отображаются на g-касательные Г-параллельные д-плоскости 

ху и <р2 соответственно, для которых существует t' -е Т такое, что т 2

 8 8 

= t' ( T J ) (В модели Пуанкаре g-плоскости т 4 , т 2 и т 1 ? т 2 изображаются 
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парами параллельных плоскостей IrJ, |т21 и IT^I, | т 2 | ) . Верно и об­
ратное. 

Предположим сначала, что т 2 = £' v T i / « Докажем, что T 2 = £ ( T I ) . 

В самом деле, g-плоскости т ь т 2 не пересекаются. Поэтому не пере­
секаются и их прообразы x t = / ~ " 1 ( T I ) , т 2 = / - 1 ( т 2 ) . Если т 4 изобража­
ется в модели плоскостью, параллельной гиперплоскости Я , то, очевид­
но, такова и т 2, т. е. T 2 = £ ( T i ) для некоторого элемента t&T. В общем 
случае, если т 2 ' 8 9 £ ь ^(т 1 ) , то g-плоскости и т 2 ограничивают д-выпук-
лую замкнутую область U такую, что если х ^ U, то либо Сх с= U, либо 
Сх cz U. Пусть для определенности имеет место первое включение. Так 
как Тц П т 2 = 0 , то можно найти точки и е т 4 и v е т 2 так, чтобы 
Си П т 2 = 0 m^Cv0 t i = 0 . Тогда C m П т 2 = 0 и С т f] T i = 0 . Но в си­
лу того чтот 2 = £' ( t i ) , хотя бы одно из этих равенств несправедливо. 
Получили противоречие. Следовательно, т 2 = t' (т^) влечет т 2 = ^(т! ) . 

Пусть теперь T 2 = £ ( T i ) . Полагаем T i = = / ( T J ) , т 2 = / ( т 2 ) . Для опре­
деленности считаем, что т 2 g-касательна к Сх, a T T — к С у. Тогда T T 

g-касательна к С / ( у ) и существует g-плоскость t' ( T J ) , д-касательная к 
Cf{x). Квазиплоскости t' (т^) , как было установлено выше, отвечает д-пло­
скость т 2 . Но тогда / ( т 2 ) = t' ( T I ) = Т 2 . 

Таким образом, условия т 2 = ^ ( т 4 ) , т 2 = t' влекут друг друга 
при гомеоморфизме /. 

(с) g-Касательные д-плоскости квазиконуса С ограничивают его. 
Поэтому можно взять п д-касательных д-плоскостей тг- (i = 1, . . . 

тг), ограничивающих га-гранный квазиугол V. Так как при ото­
бражении / д-касательные д-плоскости переходят в д-касательные, 
а Г-параллельные — в Г-параллельные, то и ребра квазиуглов Vx пере­
ходят в совместимые с помощью группы Г ребра квазиуглов Vfix). Возь­
мем какое-либо ребро L квазиугла V. Квазиконус С имеет д-касательные 
д-плоскости, отличные от тг-, так как иначе С = V, т. е. \С\ был бы 
декартовым Произведением. Все такие g-касательные д-плоскости не мо­
гут проходить через ребро L, ибо в противном случае было бы С = 
= LXK. Поэтому имеется g-касательная д-плоскость т, не проходящая 
через ребро L и отличная от противоположной ему g-плоскости т*. Зна­
чит, кроме L есть еще хотя бы одно ребро iV, не содержащееся в т. 
Квазиплоскость о, натянутая на L, iV, пересекает т по g-прямой S = 
= о П т. Таким образом, имеем на о три семейства Г-параллельных со­
ответственно L, Nr S д-прямых. 

При отображении / Г-параллельные Ц, N д-прямые переходят 
в Г-параллельные. Поэтому g-плоскости ох переходят в двумерные д-пло­
скости Ofд-касательные д-плоскости хх переходят в д-карательные 
д-плоскости т / ( ж ) , так что д-прямые Sx = ох П хх переходят в д-прямые 
Sn*) = о / ( х ) П т / ( ж ) . ^ 

Если воспользоваться теперь моделью Пуанкаре, то laid, \ах\—это 
аффинные полуплоскости (или плоскости), а {\LX\,*\NX\, \SX\) — три се­
мейства параллельных полупрямых (прямых), отображаемые на соот­
ветствующие три семейства параллельных полупрямых (прямых) 
{1£/<*,1, I A V . I , \Sfm\h 

Нетрудно видеть, что если IоI — полуплоскость, то 1/(о)1 = 1о |— 
также полуплоскость. Применяя лемму 1, убеждаемся, что 1/1 аффйнно 
н а I ст I в модели Пуанкаре, и, следовательно, исходное отображение / 
квазиаффинно на g-плоскости а. 

Отображение 1/1 прямые, лежащие в !о | и параллельные Я, ото­
бражает на прямые, параллельные Я . В наших рассуждениях ребро L 
было взято произвольно. Всего имеется п ребер у квазиугла V. Значит, 
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каждое из них лежит на некоторой двумерной g-илоскости, на которой 
/ квазиаффинно. 

Среди этих g-пдоскостей можно взять ,(гг — 1 ) g-плоскостей о 1 ? . . . 
. . O n - i так, что прямые, проходящие через точку е, лежащие в \аА и 
параллельные гиперплоскости Я , находятся в общем положении. Пусть им 
отвечают g-прямые Xi, : . . , X n - i . В силу вышеизложенного 1/1(1^1)== 
= \Хц{х)\, где — прямые, параллельные гиперплоскости Я . Без ог­
раничения общности считаем, что ребро \L\ не параллельно Я . Прямые 
\L\, \Xi\ (i = 1 , . . . , п— 1 ) возьмем в качестве осей аффинной систе­
мы координат в полупространстве |Л П | = {xi > 0). Так как 1/1 аффйнно 
на этих осях, то | / | аффйнно в 1ЛП|. Но тогда / квазиаффинно в Л п. 
Теорема 1 доказана. 

. Теорема 1 ' . Утверждение теоремы 1 остается справедливым, если 
предполагать, что f(C) есть квазиконус, a f(Cx) получается из f(C) 
с помощью группы Т для любой j e J I " . 

Доказательство теоремы 1 ' не отличается от доказательства тео­
ремы 1 . 

§ 4. Случай C=LxK 

Для дальнейшего нам понадобится 
( 4 . 1 ) . Лемма 2 . Если / : Л п Л п (п>2) — гомеоморфизм, сохра­

няющий семейство q-прямых {Nix: ж е Л 1 ( £ = 1 , . . . , п) (т. е. f(Nix) = 
= ^Vi/(x) для любой ^ e J I " (i = 1 , . . . , п)), тождествен на q-прямых 
iVj, . . . , Nn, проходящих через точку е и находящихся в общем поло­
жении, то / тождествен в Л п . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если среди g-прямых Nu ..., Nn существу­
ют (п— . 1 ) прямых, являющихся орициклом, то утверждение леммы оче­
видно (см. конец доказательства теоремы 1 ) . Поэтому предположим,, что 
таких g-прямых нет. Обозначим через Q д-гиперплоскость, натянутую 
на Nu ..., Nn~i. Далее, дополним \Q\ и \Nn\ естественным образом до 
гиперплоскости и прямой в Н п, но обозначения оставим без изменения, 
т. е. \Q\ и \Nn\. По предположению Q не гиперорисфера, т. е. \Q\ 
не параллельна Я . Если Nn — орицикл, то полагаем U = |Л П | . Опреде­
лим теперь область* U, когда Nn не является ррициклом. Пусть l o j — 
гиперплоскость, полученная объединением всех прямых \Nnx\ таких, что 
\NM\ Л Я П \()\Ф0, а 1о21 совпадает с некоторой \Qy\ такой, что \QV\ П 
П Я П \Nn\ Ф 0 . Обозначим через С/ с= |Л П | замкнутую область, ограни­
ченную гиперплоскостями l o j , |о 2 1. 

Далее доказательство ведем индукцией по размерности п. 
А. п = 2. Пусть х е= int U, тогда Nix П N2 Ф 0 и N2x П iVt Ф 0; по­

этому из тождественности / на Nu N2 вытекает f(x)=x, т. е. / тожде­
ственно на int U, а значит, и; на U. 

Возьмем х U. Тогда либо Niw П N2 Ф 0, либо N2x П iV4 Ф 0. Для 
определенности примем первое; второй случай рассматривается анало­
гично. Так как / тождественно на N2, то f(x) будет лежать на Nix в 
силу того, что f(Nix) = Nix. Пусть {aV=* liVWl П Я и b^N2 такова, что 
\N\b\ П Я = {а}. Существует последовательность {bm) cz N2, для которой 
bm >Ъ ^ Nlbm{\ Ы2ХФ0 B{m^i,2,...). Так как / ( b m ) = b m , 1(Ъ)=*Ь, 
Т 0 f{Nibm)^Nlbm,f{Nlb)^Nlb, поэтому f(N2x) f| N l b ^ 0 , m = l , 2, . . . 
. . ^ / ( i V ^ n i V j b ^ ^ . Отсюда следует, что f(N2x) = N2x, т. е. Ы — NixЛN2* 
остается на месте при отображении /. Тем самым в случае /г — 2 лемма 
доказана, 

Б. Пусть лемма справедлива для размерности k < п — 1 и имеется 
случай к = гг. Тогда в полугиперплоскости | ( ) | будет семейство сохра­
няющихся g-прямых {Nix: х €= Q) (г = 1 , . . . , и — 1 ) , причем / ( ^ ) = <?• 
Так как рассмотрение Л*"-1 сводится (см. п. (2.3)) к изучению полупро-
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странства |JI n w l l , то \Q\ не отличается в этом от |Л П _ 11 и можно поль­
зоваться индукционным предположением, считая, что / тождественна 
на Q. Но тогда легко заключить, что 1/1 тождественно на С/с: |Л П | . 
Пусть теперь x&U. Возьмем g-плоскость 5, натянутую на Nix, Nnx+ 
Поскольку 5 при отображении / переходит в g-плоскость 5 ' , натянутую 
на Nlf(x), Nnf(x) и 5 Л Q Ф 0 , а / тождественно на Q, то / ( 5 ) = 5, т. е. 
5 '*=5 . На 5 f сохраняет два семейства g-прямых {Nix: x<^S}> 
Шпх: х•€= 5 } . Так как при сведении рассмотрения 5 к | 5 | | 5 | ничем 
не отличается в. данной ситуации от |Л 21, то можно воспользоваться 
утверждением п. А, т. е. считать доказанным, что 1/1 тождественно на 
151, а значит, / ( # ) = # , т. е. / тождественно на Л п . Лемма доказана. 

(4.2) . Определение смещений. Пусть L—g-луч с началом е, а Е — 
g-гиперплоскость, содержащая точку е, и L Л Е = {е}. Предположим, что 
либо N — орицикл, где N —- g-прямая, содержащая L, либо Е — ги-
перорисфера. Тогда имеем 

О п р е д е л е н и е 1. Смещение 1-го рода dEL— это гомеоморфизм Л п

г 

п > '2, на себя такой, что 
1) dEL на N — (произвольный) гомеоморфизм; 
2) для любой точки х е= Л п имеем dEL(Lx)=LdEL(X), dEL(Ex)=EdEL(X)j 
3) dEt,Ie есть движение из T (т. е. при условии dEL(e)=e смеще­

ние dEL тождественно на Е). 
Ц з определения следует, что dEL любую g-прямую, Г-параллельную 

g-цлоскости Е, отображает на такую же. Пусть теперь Lu Ь2 — два раз­
личных g-луча, исходящие из точки е, Nu N2 — соответственно содер­
жащие их g-прямые, не являющиеся орициклами, Е1: — д-гиперпло-
скость, проходящая через N2 и Et Л = {е}. Тогда имеем 

О п р е д е л е н и е 2. Смещение 2-го рода UE^^—это гомеоморфизм 
Л п , п ^ 2, на себя такой, что 

1) dElLlL2

 н а Ni — (произвольный) гомеоморфизм; 
2) для любой х 'е= Л п имеем 

dElLlL2(LjX) = LjdEiLiL2(x) (]' = 1, 2), dElLlL2(Elx) = E l d E ^ L j x ) ; 

3) dElLlL2 \ V l есть движение из Г, где 

и х ^ Е г [ \ U Nlxy Е\ = д[ U Е1Х\ 

(т. е. при условии dEiLlL2 {е) = е смещение тождественно на Uu 

или dEiLiL2\ui = idi/J. 
Лемма 3. Если d есть смещение 2-го рода ds^L такое, что d(e) = 

= е, то 
1) d{E,)^Eu .d(Ni) = Nb d{E\)~El d(Ux)=Uu d(S,)~S,r 

edeS^df U N1X\; 

2) d сохраняет семейства \E\X), {Uix}, {Six} и семейство (n — 2)-мер-
ных q-плоскостей inlx}, где nix — S,ix Л Eix; 

3) d сохраняет любое семейство q-прямых WJ, если только Nxcz я 1 Ж г 

т. е. d(Nx) = Nd{x) для любой точки х е Л п . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждения 1, 2 очевидны. Докажем 3. 

Возьмем точку i e J I n произвольно. Если x^Ut и *так как iV*<= nix^z £/ t и 
d\ux = idVl, то d(Nx) = Nx. Если х е Et\Ul9- то Nx =*= nix Л вх, где ох — дву­
мерная g-плоскость, натянутая на Z/2* и Nx. Но ахГ\ п{ — это д-прямая, 
Г-параллельная Nx (a к ^ Л я ц ! параллельна Я ) , сохраняемая при сме­
щении d как лежащая в £ / ь Так как d сохраняет семейство {L2z\ z e j l l 
в силу определения 2, то d сохраняет g-плоскость о*, точнее, ^(о*) = 0*. 
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Но тогда d сохраняет N*, ибо d(Nx) = d(nix)0 d(ax) = nid{x) П ox есть 
g-прямая, Г-паралледьная g-прямой iV«, т. е. прямая i V d w . 

Пусть теперь хФЕи Тогда Nx =* nix П т*,, где т* — двумерная д-пло­
скость, натянутая на Nix и iVx. Либо ЛГ4вс П Е{ Ф 0 , либо NiT П Z?4 = 0 . 
Если iV j x П Еь Ф 0, то т х П Ел —- это д-прямая, Г-параллельная Nx, лежа­
щая в Ei и, следовательно, сохраняемая при смещении d, как было до­
казано выше. Но тогда из сохранения хх П £ 4 и сохранения семейства 
{iV J Z: z e J I " } при смещении d вытекает, что d(xx) — двумерная д-пло­
скость, Г-параллельная хх. Но тогда d(Nx)= d(nix П т ж) == я4<*(ас) П d(xx) 
«есть g-прямая, Г-параллельная iV*, или d(Nx)~ Nd(x). Наконец, в случае 
Л\х П Ei '== 0 имеем 

U Л Г 2 Л П я 1 х , 

тде Nz такова, что Niz0 Е1Ф 0 (здесь используется то, что N2 — не ори­
цикл). Поскольку, как только что было доказано, d(7V-z) = iV d ( z ) , а также 
сохраняются семейства Ш2у; у^Яп) и { я 1 у : ^ e J I n } , сразу же заклю­
чаем, что d(Nx) = Nd(x). Лемма 3 доказана. 

З а м е ч а н и е . Утверждения 2, 3 леммы 3>остаются справедливыми 
ш без условия d(e) = e. 

(4.3). Пусть / : Л 2 Л 2 — гомеоморфизм такой, что f(Nix)=Nif{x) 

(i = l, 2) f{e)=se, где iV4, N2— две различные g-прямые, не являющие­
с я орициклами и проходящие через точку е. 

Каждая Nt есть объединение двух g-лучей щ и Li=^(Ni\ni)U {е}, 
из которых Li — свободный луч (см. начало доказательства теоремы 1) . 
Если х^щ, то }(х)€=п{. В самом деле, пусть для определенности х^п{. 
Если liVaJ П \Niz\ П Я — это точка ( | i V t o l , \Nlz\ естественно продолжают­
ся до прямой в R 2 ) , то liy2/(x)l П l iV 4 / ( r ) | П Я —также точка, как это по­
казано в лемме 1. Отсюда следует, что если бы f(x)& Lu то Nif(z) fliV a = 
= 0 . Последнее противоречит тому, что Niz Л N2 Ф 0. Поэтому /(#)«= 

Зная, как действует / на /г4, легко определить действие / на п2. 
Ъ этом смысле действия / на Ni, N2 зависимы. Действительно, если 
х е пи то / : \N2x\ О Н \ N 2 f ( x ) \ О Н. Поэтому если у е п2 такова, что 
Wiy\ П Я = | N 2 J Г1 Я , то \Nif(v)\ П Я = |ЛГ 2 / ( Л ) | (1 Я . Иными словами, по­
следнее равенство определяет нахождение точки f(y) на тг2, которое за­
висит от точки f(x). 

(4.4). Теорема 2. Пусть С *=* L{X L2, где Lu L2 — различные q-лучи, 
исходящие из точки е, порядок в Л 2 такой, что дС не содержит q-пря-
мой. Тогда любой С-изогонный гомеоморфизм f может быть представлен 
в одном из двух видов: • 

/ = / o ^ W i 0 4 ¥ 2 (2) 

или * 

f = f ^ d N 2 L i o d N l L 2 , (3) 

-где /о — квазиаффинное преобразование. При этом смещения в (2 ) , (3) 
коммутируют. В (2) смещения 2-го рода не являются независимыми 
(см. (4 .3 ) ) , и смещения в (3) совершенно произвольные. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу гомеоморфности / обладает тем 
свойством, что ребра Lix, L2x g-конусов Сх отображает на ребра. Оче­
видно, существует g-аффинная биекция / 0 : Л 2 Л 2 такая, что 
fo1 (/ №гх)) = L.4-itH ,s (* - 1» 2), (fo1 о / ) (e) - е. Поэтому если g - fc1 <> /, 

VO ( / ( * ) ) 

тю g ( e ) = e , g{Cx)=*Cg(x) и g ( L f a ) = L, , ( x ) (i = 1, 2) для любой точки 
.х s Л 2 . Осталось показать, что g можно представить в виде суперпози­
ции двух смещений одного,и того же рода-
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А. Предположим сначала, что Ni — орицикл. Возьмем смещение 
dt = ^ J V a L 1 так, чтобы 

d1\Nl = g\NVd1(e)=:e. 

Тогда ht = dil о g обладает следующим свойством: 

A k = I ( 4 ' (4) 
т. е. тождественно на Ni. Поскольку dv сохраняет семейства прямых 
{Nix: ж е Л 2 } , {N2x: х <= JI 2}, то ht будет С-изотонным гомеоморфизмом. 
Пусть теперь d2 = dNiL2 —такое смещение, что 

d2\N2 = h \ N 2 , d2(e) = е. -

Тогда если h2 = d2

x ? ht1 то 

й 2и 2 = 1(Ч. (5) 
Но d2 сохраняет семейства {Nix} и W^J и, более того, тождественно 

на Nu Отсюда следует, что h2 сохраняет семейства {N^J и в 
силу (4) 

Имея в виду (5), (6), мы можем применить к h2 лемму 2. Получаем, 
что h2 = 1 с 1 Д 2 , т. е. g]=di°d2 или / = / 0

o d 1 ° d 2 . Коммутирование d t , d 2 

очевидно. 
Б. Пусть теперь g-прямые N{, N2 не являются орициклами. Тогда 

для g имеет место представление' через смещения 2-го рода. 
Действия смещений 1-го рода d^^, ^ ^ с о о т в е т с т в е н н о на JVf, Nz 

совершенно независимы, чего нельзя сказать о g и смещениях 2-го рода 
d^^nL^ dN т т . Об этом изложено в п. (4.3). Пусть dt = dN L L — такое 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 
смещение, что 

d1\N2^g\N2,d1{e) = е. 

Тогда hx == di1 о g обладает следующими свойствами: , 

^ | I V 2 = id2v2 (7) 

и сохраняет семейство g-прямых ANix}, WzJ, т. е. является С-изотонным 
гомеоморфизмом. В силу отмеченной выше зависимости действий g и 
dt на п2 получаем, что d \ п х = g \пх или 

M » i e i d V (8) 

Пусть теперь d2 = djy^^ таково, что 

4 1 ^ = ^ 1 К , d2(e) = e. (9) 

Тогда из (8) , (9) вытекает, что 
d2 \п% = i d n i , d2 \п2 = idn 2 . (10) 

Последнее справедливо опять-таки в силу зависимости действия d2 на 
« 1 и п2. Поскольку по определению 2 d2 тождественно на U%i = N2\nz, 
то из (10) следует 

^ k * - i d i V ( И ) 
В результате гомеоморфизм h2=d2

l° ht, обладает такими свойствами: 
он сохраняет семейства Ш Ц * ) , WzJ и в силу (7) , ( 9 ) , (11) 

К \N± ==• i d ^ i К \N2 = idiv2. 

Но тогда по лемме 2 получаем, что h2 тождественно на Л 2 , откуда 
/ = / о 0 d t ° dT Коммутирование du d2 очевидно. Теорема 2 доказана. 
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(4.4). Пусть в Л п , п > 2, задан порядок С = X . . .X L n „ причем 
int С Ф 0. Здесь Ь{ (i = 1, . . . , п) — g-лучи, исходящие из точки е. 
Как и ранее, через М обозначаем g-прямую, содержащую g-луч Lir 

и через Ei — g-гиперплоскость, натянутую на Nu ..., Ni+i, ..., Nn. 
Лемма 4. Пусть f: Л 7 1 Л п , д ^ 3,— гомеоморфизм такой, что 

'f(Nix):=sNifix) (i = i, . . т г ) , а q-прямые Nt, . . . , iV n находятся в общем 
положении и не являются орициклами. Тогда f квазиаффинно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При п = 3 рассмотрим на g-плоскости Et три 
семейства g-прямых {N2x}, iN3xi n t t t f l S J . Отображение / при пред­
положении f(e) = e, не ограничивающем общности, имеет свойство f(Ei) = 
= Et и сохраняет указанные семейства g-прямых. Тогда по лемме 1 
/ квазиаффинно на Еи а значит, на N2 и Ns. Из симметрии g-прямых 
N{, N2, N3 в нашем исследовании заключаем, что / g-аффинно и на 
Ni.- Найдется g-аффинное преобразование / 0 такое, 4 T o / 0 | j v i == / \JV̂  (i ~ 
*= 1, 2, 3 ) . Поэтому если g = fo1 ° / , то g \N{ = i d ^ (i = 1, 2, 3 ) . По лем­
ме 2 в этом случае g тождественно на Л 3 , т. е. / = / 0 . Случай п = 3 
доказан. 

' В общем случае легко убедиться в g-аффинности / на каждой д-пря-
мой Nh ибо каждую такую прямую можно включить в 3-мерную д-пло­
скость а, натянутую на три д-прямые N{, Nj, Nk. Поскольку изучение Ы 
не отличается (см. (2.3)) в интересующем нас направлении от изу­
чения |Л 3 | , то убеждаемся, как и выше, что / g-аффинно на о, а зна­
чит, и на N^ Дальше рассуждаем так же, как и в случае п = 3. Лемма 
4 доказана. 

Теорема 3. Пусть / : Л п Л п (п ^ 3) — С-изотонный гомеомор­
физм, где С = Li X . . .X Ln и дС не содержит q-прямой, тогда 

1) если все Nt ( г = 1 , п) не являются орициклами, то f ква­
зиаффинно; 

2) если только Nu N^—не орициклы, то 

/ = / 0 ° ° d E 2 L 2 L l ° d E 3 L 3 ° ' ' * °^nb n ; (12) 
3) если Nu ..., Nk (к>Ъ) — не орициклы, a Nk+i, ..., Nn — ори­

циклы, то 
, / = / о ° d E k + 1 L k + 1 ° • • • ° d E n L n ; (13) 

4) если только Ni — не орицикл, то s 

/ = /о ° dElLx ° • • • ° dtf n L n . (14) 

Здесь /0 — квазиаффинное преобразование, все смещения в (12) —(14) 
коммутируют. При этом допустимы любые смещения i-го рода, а для 
смещений 2-го рода следует учесть замечание п. (4.3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Отображение / отображает каждое семей­
ство {Nix} на некоторое семейство iNjx). В самом деле, каждая N& есть 
пересечение g-касательных к Сх д-плоскостей Е1Х, ..., Ei-ix, Ei+ltK, . . . 
..., Епх. Поскольку / отображает д-касательные д-плоскостй на тедкие 
же (см. доказательство теоремы 1) , то сразу заключаем j(Nix)= Njf(x> 

при любой точке х ^ Л п . 
Найдется квазиаффинная биекция / 0 : Л п ->- Л п такая, что еслп 

g = folof, то 
g(Nix) = Nig{x) (i = l , . . п ) , g(e)= е. 

д. 

С л у ч а й 1. Согласно лемме 4 отображение g квазиаффинно, по­
этому таково и / . * 

С л у ч а й 2. Пусть dx = с ^ ь ^ — смещение, обладающее свойством 

d 1 \ N l ^ g \ N 1 - * 

Тогда ht^d^1 о g тождественно на Nu и в силу зависимости действий g 
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м di на Nu N2 получаем, что 

M * , ^ i d V (15) 

где мы воспользовались обозначениями доказательства теоремы 2. В со­
ответствии с леммой 3 и определением 2 смещение di сохраняет се­
мейства g-прямых* {NiJ (1=7*1, . п ) . Поэтому их сохраняет1 и Ки 

т. е. hi — С-изотонный гомеоморфизм. Пусть d2 = йЕ%ъ2ьг — смещение та­
кое, что 

* К = Ч * у (16) 

Тогда в силу определения 2 и леммы 3 смещение d2 также С-изотонно 
и сохраняет семейства Ш^} (£ = 1, . . . , п), кроме того, в силу зави­
симости действия d2 на iVi, N2 получаем из (15), (16) 

d2 \п1 = id n ] L . 

Так как d2 тождественно на С/2 => iVA^, то d2 тождественно на Nlt По­
этому если /г 2 = d2

x о hx, то 

Более того, fe2 сохраняет семейства {iV tJ (& = 1 , . . . , дг). Возьмем сме­
щение d3 = ЙЕ 3Ь 3 так, что 

d 3 \n3 = Л2 |лу 

Тогда из определения 1 следует, что если /г3 =d 3 ~ 1 о h2, то /г3 сохраняет 
семейства {NtJ (£ = 1, . . . , п) и 

Лз К - « i d ^ ( / = 1 , 2 , 3 ) . 

Продолжая этот процесс, на (п — 2) -м шаге возьмем смещение dn = й ^ п £ п 

такое, что 

dn \Nn = Лп-i |лгп. 

И тогда для hn—dn1 о fen-1 на основании определения 1 
К \ N . = id^- (/ = 1 , 2 , . . . , п). 

В силу леммы 2 получаем Arz=id^ , т. е. для / имеем формулу (12) . 
С л у ч а й 3. Пусть 0 — квазиплоскость, натянутая на Nu ..., Nk. 

Тогда g(o)=o в силу гомеоморфности g, а ввиду леммы 4 отображе­
ние g квазиаффинно на о. Пусть теперь / 4 — квазиаффинное отображе­
ние, совпадающее с g на а и сохраняющее семейства Ши} (i = l, . . . 

.., /г). Тогда h = Я " 1 ° g тожественно на а и сохраняет семейства Wix} 
(&•=» 1, . . . , п). Пусть dx = dEk+1Lk+1 — смещение такое, что 

Тогда если hx = d^"1 о h, то At сохраняет семейства Wix} (i = 1, . . . , гг) и 

/ \ = id^. (/ = 1, . . . , к + 1) 

В силу определения 1. Берем тогда d 2 = ^ E F E + 2 L F E 4 . 2 так, что 

. • d2 \ N h + 2 = hx | % + 2 , 

и рассматриваем fe2= cfc^o л\. Отображение /г2 сохраняет семейства {Nix} 
1, . . . , n) и 

> ' h2\N.=*idNj ( / = 1, . . . , & + 2 ) 

В силу определения 1. Наконец, на (я — &)-м шаге вводим смещение 
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dn^u = dEnLn так, что 

dn-k |л:п =* hn-h-i \Nn< 

Тогда если hn~k = d n \ ° Л П - А - Ь то hn~h сохраняет семейства {Nix\ 
(i = 1, . . п ) и 

Лп-fe f jVj 8 = 8 idjVj (/ = 1, • . . , я ) . 

По лемме 2 ftn-ft тождественно на Л п , следовательно, для / имеет место 
формула (13) . 

С л у ч а й 4. Берем dx = так, что 

Тогда если ht = d^1 ° g, то h{ тождественно на iV4 и сохраняет семейства 
Wix} (£==1, п) в силу определения 1. Берем d2 = dE2L2 так, что 

d2 \N2 = К |iv2 

и т. д. На п-м шаге берем d n = ^ я п ь п так, что 

dn \NU = hn-x |ivn* 

Тогда fen = d „ 1 ° ftn-i сохраняет семейства iNix} (1 = 1, . . . , n) и тожде­
ственно на каждой g-прямой N{, ..., Nn. По лемме 2 /гп тождественно 
на Л п . Поэтому для / имеем формулу (14) . Теорема 3 доказана. 

(4 .5) . Рассмотрим теперь порядок С = LtX.. .X LkX К в Л п , п> 
^ 4 , причем mtC¥=i2j. Здесь различные g-лучи, исходящие из 
точки е, и К — (гг — /с) -мерный квазиконус с вершиной е. Обозначим 
через Е{ ( i - . l , . . . , /г) g-гиперплоскость, натянутую на L l t . . . , L{-u 

..., Ln, if. 
Теорема 4. Пусть С = i j X . . .X LkXK, где КФ LXКи L — q-луч, 

Ki — q-конус, d im7£>3,— порядок в Л п , w > 4 , причем дС не содержит 
q-прямощ и / : JP Л п — С-изотонный гомеоморфизм. В случае когда 
q-конус К лежит в орисфере, 

1) если только iV4 — не орицикл, то 

f = /о • сЦх,, • . . . о ^ f t L f t ; (17) • 

2) ес/ш только Nu N2 —* we орициклы, то 

/ = /о 0 rfE1L1Le

 0 d ^ 2 L 2 L 1

 0 Й Е 3 Ь 3 ° . . . ° d E f t L ? i ; (18) 

3) если Ni9 (* > 3) — не орициклы, a Nt+U ..., Nk — ори­
циклы, то „ 

V / = /о° d * * + i L m • • • • • d W (19) 
# 

4) если все JV< (г =*= 1, . . . , /с, J fc^3) -~ we орициклы, то f квази­
аффинно. 

В случае когда К не лежит в орисфере, 
5) если все N+ (i = 1, . . . , к) — орициклы, то 

7 = /о ° d i ? ^ ° • . . ° ^ f t L f t ; (20) 

6) если Nu . . . , iV* (t>l)—-не орициклы, a Nt+i, ...fNk — ори­
циклы, то 

1« / о 0 • . . • 0 dEhLk; 1 (21) 

7) если все iVi (i = l, . . . , & ) * — we орициклы, то f квазиаффинно. 
Здесь везде /0 — некоторое квазиаффинное преобразование и смещения, 
стоящие в (17) — ( 2 1 ) , все коммутируют. Смещения 1-го рода допусти-
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мы любые, а для смещений 2-го рода следует учесть замечание п. (4.3). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как / — гомеоморфизм, то можно счи­

тать, что С замкнуто. Каждая iVt, содержащая А , служит пересечением 
g-касательных к С g-плоскостей. При отображении /, как мы знаем,, 
д-касательные g-плоскости переходят в g-касательные. Поэтому / ( iV t ) 

h 
будет некоторой Njf(e). Квазиплоскость Е = (] Еь натянутая на g-конус 

н 
К, отображается в д-плоскость П ^/(#)? так как /(/?<) = 2?,-/(в> в 

i = i 
силу того, что Ег д-каса^ельны к С. Примем без ограничения общности 
f(e)=e. Тогда f(E) = E и / сохраняет семейство g-конусов [Кх; х^Е)* 
Так как К Ф LXKi, то / квазиаффинно на Е на основании теоремы 1, 
если Е не лежит в орисфере, и на основании теоремы 3 из [1], если Е 
лежит в орисфере. 

Возьмем д-аффинную биекцию / 0 так, что }0(е)~е, / о ( А ) = / ( А ) 
(i = l , . . . , к ) , f0(K) = f(K) и /о совпадает с / на Е. Тогда g ^fo1 ° f об­
ладает свойствами 

g(C)~C, g(L,) = A к), g\E-idE. 

А. Предположим теперь, что Е —- орисфера. 
С л у ч а й 1. Берем с ^ = dELLX так, что d t совпадает с g на iVj. Тогда 

К 8 = 5 ^Г 1 ° # сохраняет порядок С и тождественно на Nu Е. Возьмем d 2 = 
= ЗЕ2Ь2 так, что d 2 совпадает с къ на iV2. Тогда h2 = d^ 1 ° \ сохраняет 
порядок С и тождественно на Nty N2, Е и т. д. На &-м шаге будем 
иметь <4 = dEhLk, совпадающее с hh-.i на iVft, причем 

hh~i \NJ = i d ^ (/ = 1, . . . , fc — 1), |я = idE. 
Следовательно hk = d^ 1 ° будет сохранять х е Л п ) (/ =~ 

= 1, Л), (2?ж: ж е Л п ) и 
hk|ivi = idjy/ (/ = ! , . . . , & ) , feftb = ids . 

Отсюда легко заключить, что hk тождественно на Л я . Для этого 
достаточно повторить рассуждения, проделанные в конце доказатель­
ства теоремы 1. Поскольку hk тождественно на Л п , то / имеет вид (17) . 

Доказательство случаев 2—4 есть повторение, по существу, доказа­
тельств случаев 1—4 теоремы 3. Поэтому мы их опускаем. 

Б. Предположим теперь, что К не лежит в орисфере или что Е — 
не орисфера. 

С л у ч а й 5. Пусть di = такое, что d t совпадает с g на Nlf 

тогда ht = di1 ° g тождественно на NtJ Е, а также по-прежнему С-изотон-
но. Дальше повторяем доказательство случая 1, Перейдем к слу­
чаям 6, 7. 

Пусть Nt не является орициклом. Обозначим через 2 квазипло­
скость, натянутую на Nu Е. Очевидно, что g ( 2 ) = 2 . Ограничение g 
на 2 обозначим через gu Отображение gi сохраняет на 2 семейство 
g-конусов {Qx: где Q = LiX К. Так же, как в теореме 1, дока­
зывается, что g-касательные к Qx, ж е 2 , квазиплоскости отображаются 
£i на д-касательные. Покажем, что существует семейство {%х: же=2> 
9-прямых (где к^КеадКи дК~, К" = j^yezE: у < e j , а < — порядок, 

задаваемый g-конусом К ъ Е), сохраняемое отображением gi. 
Действительно, возьмем g-луч Л ст дК с началом е так, что содер­

жащая его g-прямая X не является орициклом и вдоль Л g-конус Q 
имеет дскасательную д-плоскость 2 i f не лежащую в Е. Если 2i П К = Л, 
т о (Я*: х s 2) — искомое семейство. В самом деле, в этом случае при 
Л е 2 , имеем КхП2i = Л*. 
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Но gt сохраняет {Кх: ж е 2} и g ,

1(2 1) = 2i в силу тождественности 
gi на J? и,того, что g4l д-касатёльные к ( ) у квазиплоскости отобража­
ет на д-касательные. Поэтому Л и Д*, ж е 2 4 , останутся Г-параллель-
выми после отображения, точнее, .^(Я*) = Я ^ * ) , ибо # 4(Я) = Я. Если же 

2 4 , то х е 2i r для некоторого z е /?. Но тогда gt ( 2 u ) = 2 l g i ( Z ) , посколь­
ку g 1 ( 2 i ) = i 2 1 и Г-параллельные д-касательные квазиплоскости отобража­
ются на Г-параллельные, и„ следовательно, 

g l (Ах) - (Кх П 2 1 Z ) = ^ (Кх) П ^ (2 1 2) -
5 = 3 ^^(ж) П ^igr^z) —Kg£X) П 2 1 Z = A g i ( X ) , 

ибо g 4 (z) = z, gi (ж) e Sir, т. e. (Ях) = Я g i ( x ) . 
Допустим теперь, что К П 2 4 = Кь — д-выпуклый д-конус, не сво­

дящийся к д-лучу. В этом случае рассмотрим на 2 4 семейство д-конусов 
AQix: ж е Ц где (? 4 = L 4 X Kt. Ограничение gi на 2 4 обозначим через 
g2. Тогда g 2 (2 i ) = 2 4 . Очевидным образом Ki не лежит в орисфере. 

Следовательно, рассмотрение g2: 2 4 2 4 , сохраняющего {Qix: х е 
е 2 4 } на предмет выделения сохраняющегося семейства образующих, 
ничем не отличается от такой же задачи, которую мы начали решать по 
отношению к g 4 : 2 2 с сохранением {Qx: ж е 2). Другими словами, 
случай «К П 2 4 не есть g-луч» вынудил нас рассматривать ту же задачу, 
но в д-плоскости меньшей размерности. Поэтому можно повторить рас­
суждения, уже проделанные выше. В результате будут введены д-ка-
еательная к Qi квазиплоскость 2 2 , не лежащая в Е, сохраняемая g2, 
и д-луч' Л4 <= dKt такой, что содержащая его g-прямая Я4 не является 
орициклом и 2 2 д-касается Кл вдоль Л 4. Если Ki П 2 2 = Л 4, то семей­
ство {Xix: х е 2} будет искомым сохраняющимся при отображении gv 

семейством g-прямых. Здесь используется при переходе от {Xix: х е 2J 
к {Xix: ж е 2} то, что gi тождественно на Е, a g2 — на Z? П 2 4 . Однако 
если Кх П 2 2 = К2 — д-выпуклый д-конус, не сводящийся к д-лучу, то 
следует вновь понизить размерность, т. е. рассмотреть ^-ограничение 
g2 на 2 2 , которое обладает свойствами g 3 ( 2 2 ) = 2 2 , g3 (Q2x) = Q^g^x) при 
x e 2 2 , где Q2 = Li X K2. В результате либо будет выделено требуемое 
семейство сохраняемых g-прямых, либо дойдем до gm+ii 2 m 2m, 
•dim 2 m = 3, gm+i сохраняет семейство g-конусов {Qmx'. x e 2 W ) , где Qm = 
= L 4 X X m , dim X m = 2. В таком случае берем в качестве искомого 
д-луча какую-нибудь из образующих д-конуса дКт (см. начало доказа­
тельства теоремы 2 ) . 

Итак, существует семейство g-прямых {Хх: х е 2), сохраняемое ото­
бражением gc. 2 -> 2, причем Я — не орицикл. Теперь уже очевидно, 
так как K¥=LXR, что таких различных семейств можно взять два: 
й х ^ ^ Е ) , (Хх: ж е 2 > , е е Я П Я , &ПЯ = {в};. Я, X —не орициклы, 
Я, Я с: <Ж U <Ж~ и ^ (Я*) = Я^ 1 ( х ) , ^ (Ял) = ^ i ( x ) при х е 2. 

Натянем на iV4, Я, Я квазиплоскость а. Очевидно, g 4 (о) = а. Тогда 
по лемме 4 g 4 будет квазиаффинным на о. Но поскольку gt тождествен-
ло на Я, Я, то в силу зависимости действия gi на Я, Я, Nt отображение 
gi будет тождественно на га4. Отсюда благодаря аффинности gi на Ni 
{получаем, что gi тождественно на Nt или g тождественно на JV4. 

Вывод таков: g тождественно на каждой д-прямой Nh не являют 
щейся орициклом. Поэтому следует ввести д-плоскость Ег натянутую 
на Е, и те д-прямые iV4, . . . , Nt (t>l), которые не-являются орицик­
лами. Тогда g тождественно на Е, и остается произвести смещения АЕ$Ь 
(j>t) вдоль оставшихся g-прямых iV*+lt, . . . , Nk. В случае 7 а^того де­
лать не придется, и в случае 6 повторяются стандартные рассуждения 
(см. случай 1) . Теорема 4 доказана. 
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§ 5. Случай СфЬхК, C = LxK 

Считаем, что дС не содержит g-прямой, int С Ф 0. 
(5.1). На плоскости Лобачевского 'рассмотрим порядок, задаваемый 

д-конусом С таким, что С = L t X L2. Тогда С получается из С вычита­
нием одного или сразу двух ребер. В таком случае, как легко видеть, 
любой С-изотонный гомеоморфизм вычисляется по формулам (2 ) , ( 3 ) . 

(5.2). Пусть С з квазиконус, задающий порядок в пространстве 
Лобачевского Л 3 , и С = L t X L2 X L3. Тогда С получается из С удале­
нием ребер, граней или части внутренности граней. В первых двух слу­
чаях С-изотонный гомеоморфизм / описывается теоремой 3, т. е. он 
имеет один из следующих видов: 

1) квазиаффинен, если Nu N2, N3 не являются орициклами; 
2) / 0 • <3>ЕЛЬ. ° d,E L ° CIE„L^ если только одна из g-прямых М —не 

орицикл; . 
3) /о о dEiLiL2 о dE<2L^x ° ̂ З ь 3 , если Nu N2 — не орициклы, a iV3 — ори­

цикл. Здесь /о — квазиаффинное преобразование. 
Если удалена часть внутренности одной грани, то 
4) / квазиаффиннен, если Nu N2 — не орициклы, N3 — орицикл, 

удалена часть грани L t X L3 или L2 X L 3 ; 
5) / 0 °ЙЕ 3 Ь 3 , если Ni7 N2 — не орициклы, N3 — орицикл, удалена часть' 

грани Li X L 2 ; 
6) / 0 о dElL^ если Nit — не орицикл, iV2, Л̂з — орициклы, удалена 

часть грани L2X L3, 
7) /о ° dE2L2, если Ni — не орицикл, N2, N3 — орициклы, удалена часть 

грани Li X L3. 
8) если удалена часть внутренности двух граней, то / квази­

аффиннен. 
Утверждения 4—8 тривиальны, так как в случае удаления части 

внутренности грани оставшаяся часть есть g-конус, у которого / будет 
сохранять образующие - границы. Следовательно, в грани кроме ребер 
появляется еще одна сохраняемая / g-прямая. Остается применить 
лемму 1 или ее евклидов аналог. 

» (5.3). Рассмотренные выше случаи размерности п = 2, 3 подсказы­
вают, что будет происходить в /г-мерном пространстве. Так как С = 
= LX К, то любой С-изотонный гомеоморфизм, будучи С-изотонным, 
описывается теоремами 3, 4. С учетом того, что / — С-изотонный гомео­
морфизм, приходим к выводу: смещения, стоящие в формулах (12) — 
(14), (17) — (21), не могут быть произвольными, а только квазиаффин-
выми по причинам, указанным в конце п. (5.2). 

При этом форма (12) —(14) , (17) — (21) отображения / сохранится, 
если С получается из С удалением целых ребер или граней грани и 
т. д. В случае когда удаляется лишь часть внутренности грани (часть 
внутренности грани некоторой грани большей размерности), в соответ­
ствующих формулах для / смещения будут сводиться к квазиаффинным 
преобразованиям. Если удаляются части внутренности граней, лежащих 
в орисферах, то это утверждение вытекает из теоремы б [1]. При уда­
лении части внутренности граней, не лежащих в орисферах, может по­
явиться дополнительное к ребрам LH ..., Lk семейство сохраняющихся 
^прямых {Nx: х е Л п } такое, что N не является орициклом. Следова­
тельно, если среди Nu ..., Nk было только два не орицикла — Nu iV2, 
то станет три. Тогда по лемме 1 / будет g-аффинно на Nu N2 и в (12) , 
(18) исчезнут смещения 2-го рода. Если только g-прямая Nt была не 
орициклом, а остальные iV2, . . . , Nk — орициклы,, то в сохраняющейся 
г/~плоскости о, натянутой на Nu iV, будут три семейства сохраняющих¬ 

С я g-прямых: {Nix}, Шх} и {OxfiEix). Иными словами, / g-аффинно на 
с » т. е. на Nt. Поэтому в (14) , (17) смещение ds ьг исчезнет, но при 
^ Сибирский математический журнал Nt 3, 1986 г. 
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этом не появится смещений ?-го рода, как можно было подумать, видя 
появление двух сохраняющихся g-прямых Nu N, не являющихся ори­
циклами. ^ 

Конкретный вид С-изотонногО гомеоморфизма / определяется при 
точном описании того, как С получается из С. 

§ 6. Теорема о квазиконтингенции 

Предположим, что инвариантный порядок Р в Л п , п > 2, есть мно­
жество, удовлетворяющее условию: 

А. Существует такая окрестность точки е, что в ней пересечение 
Р П Р~ не содержит точек, кроме е, где Р~ = \х е Л п : х < е). 

Покажем, что Р-изотонный гомеоморфизм обязательно С-изотонен, 
' С — порядок, задаваемый квазиконусом. 

(6.1) . Квазиконтингенцией (q-контингенцией) множества М ст Л п 

в точке а называется g-конус, образованный всевозможными пределами 
g-лучей, исходящих из а и проходящих через х е М, х Ф а, при х ->- а. 
Обозначим квазиконтингенцию через qc(M, а). Если точка а не явля­
ется предельной для М, то по определению будем считать qc(M, а) = 
= {а}. Нетрудно проверить, что g-контингенция — замкнутый д-крнус и 
qc(Af, a)==qc(M, а). 

Пусть на Л п задан порядок Р. Назовем направленной кривой, ис­
ходящей из точки ж, образ'полуоси [0, +oo)c=R при непрерывном и 
монотонном отображении ее Л п , при котором 0 отображается в х. Оче­
видно, любая направленная кривая, исходящая из ж, содержится в Р*. 

TeopeMaJ). Пусть Р задает порядок в Л п и C = qc(P, е ) . Тогда 
1) С с: р и С — замкнутым q-выпуклый q-конус; 
2) если Р — замкнутое множество и Р удовлетворяет условию А,. 

то граница дС не содержит q-прямых и С совпадает с объединением F 
всех направленных кривых, исходящих из точки е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . g-Лучом д-контингенции С будем называть 
g-луч, исходящий из е и содержащийся в С. Случай е Ф Р\{е} тривиа­
лен. Считаем, далее, что е — предельная точка для Р. Проводимое ниже 
доказательство становится наглядным, если воспользоваться моделью 
Пуанкаре. 

1. Пусть L — g-луч g-контингенции С. Существуют д-лучи Ln =*• 
» Z + ( e , # „ ) , хп<=Р, исходящие из е, проходящие через хп, такие, что 
L — lim Ln при хп е. Вместе с точкой хп g-луч Ln содержит все точ-

> ки вида xnh=tno... °tn(e), где tn^T — движение, переводящее е в 
• £ * • 

При хп е точки xnh сгущаются на g-лучах Ln и их пределы образуют 
g-луч L. Но все xnk е Р и, следовательно, L сг р. Значит, С а р. Как 
было изложено выше, С -— тривиальным образом замкнутое множество. 
Покажем g-выпуклость. Пусть Lu L2 — два g-луча из С. По доказан­
ному Lu L2 <=• Р. Так как Р задает порядок в Л п , то Lix cz р для любой 
точки х е £ 2 . Множество 

U Ь1хаР, 

как легко увидеть на модели Пуанкаре, будет содержать д-отрезок 
[хи х2] для любых двух точек хх е L 4 и х2 е Z,2. В силу произвольности 
g-лучей Lu L2 и точек xi9 хг убеждаемся в g-выпуклости множества С. 

2. Пусть Р замкнуто и удовлетворяет условию А. Если бы дС 
содержало g-прямую, то ввиду g-выпуклости и замкнутости С дС П дС" 
тоже содержало бы g-прямую. Но дС с: Р и дС~ е= Р~. Следовательно, 
Р П Р~ содержало бы g-прямую. Последнее противоречит условию А . 
Итак, дС не содержит g-прямой, стало быть С имеет в точке е строго 
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опорную g-плоскость (т. е. \С\ в модели Пуанкаре имеет строго опор­
ную евклидову плоскость в пересечении с { ж 4 > 0 } ) . 

Покажем теперь, что F czC. Предположим противное, т. е. что су­
ществует точка a e f , но аФС. Пусть L — дуга направленной кривой, 
выходящей из е и проходящей через а. Квазиконус С можно заключить 
в g-кбнус К с вершиной е, являющийся замкнутым д-выпуклым с гра­
ницей дК, не содержащей g-прямых. Причем а Ф К. Возьмем в точке е 
строго опорную g-плоскость Q, отделяющую К от точки а. Так как С\{е} 
лежит внутри К, то из определения g-контингенции следует, что су­
ществует окрестность U точки е, для которой Р П U с= К. Поэтому не­
который начальный отрезок дуги L содержится в К. Отсюда заключаем, 
что L пересекает Q. Пусть Ъ — последняя (в смысле порядка на L) 
точка дуги L, в которой L пересекает Q. Пусть V — часть L, заклю­
ченная между Ъ и а. Очевидно, что V cz Рь. Так как Ръ П Ub cz Кь, то 
некоторый начальный отрезок дуги V содержится в Къ. Квазиплоскость 
Q будет строго опорной для КЬч ибо Ъ е Q, и при передвижений е -> Ь 
движением из группы Т Q переходит в Q. Поэтому дуга V на на­
чальном отрезке будет отделена от точки а, и, следовательно, дуга U 
пересекает Q в точке, отличной от Ь. Последнее противоречит условию, 
по которому выбиралась эта точка Ъ. 

Итак, F cz С. Так как всякий g-луч из С является направленной 
кривой, то С czF. Таким образом, С = F. Теорема 5 доказана. 

(6.2). Теорема 6. Пусть / : Л п -->- Л п , п > 2,— изотопное гомеоморф-
ное отображение. Тогда ' « 

1) для всякой ж б Л п имеем f(Px) = РНх); 
2) если Р удовлетворяет условию А, то f(Cx) = Cf(x), где С — квази-, 

контингенция множества Р в точке е, т. е. С = qc(P, е). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение 1 очевидно. Согласно теореме 

5 квазиконтингенция С совпадает с объединением F всех направленных 
кривых в порядке, задаваемом множеством Р. Так как / ( Р * ) = Р/(Х>, 
то в силу гомеоморфности / сопоставляет направленным кривым в (по­
рядке Р) такие же кривые. Следовательно, f(Fx)=Ff(x). Но Сх~ Fx. 
Поэтому f(Cx)=Cf(x). Теорема 6 доказана. 

(6.3). Непосредственным примером того, как могут использоваться 
теоремы 5, 6, является следующая 

Теорема 7. Если Р — порядок Л п , п > 3,— удовлетворяет условию 
А, а квазиконтингенция qc(P, е)ФЬХК, in tqc(P, е)Ф@, то любое изо­
топное гомеоморфное отображение f квазиаффинно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 6 / ( С л ) = С / ( ж ) , где С » 
= qc(P, е ) , для любой точки ж е Л п . По теореме 5 С не содержит g-пря­
мых, С Ф LXK, поэтому по теореме 1 / квазиаффинно. Теорема 7 до­
казана. 

(6.4). З а м е ч а н и е . Как следует из работы [3], сходство в опи­
сании изотонных гомеоморфизмов в евклидовом и гиперболическом про­
странствах обязано общему свойству алгебр Ли абелевой группы и груп­
пы движений Г, рассматриваемой в статье. Поэтому результаты статьи, 
а также результаты А, Д. Александрова [1] , могут быть изложены на 
едином языке теории упорядоченных групп Ли. 
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