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СИБИРСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ 
Т. 33, № 4 ИЮЛЬ —АВГУСТ 1992 

УДК 519.46 

А. К. ГУЦ 

ПОЛУГРУППЫ И ИХ АВТОМОРФИЗМЫ 
ОСНОВНОЙ АФФИННОЙ ГРУППЫ ЛИ 

В последние годы интенсивно развивается теория подполугрупп 
групп Ли. Особый интерес вызывает задача вычисления автоморфизмов 
связных подполугрупп. Для абелевой группы Ли эта задача была пол
ностью решена А. Д. Александровым [1]. Однако для некоммутативных 
трупп Ли пока не удалось получить достаточно серьезных результатов 
в решении указанной проблемы. Исключением являются основная 
аффинная группа Ли [2, 3] и трехмерные группы Ли [4]. 

В этой статье найдены автоморфизмы связных подполугрупп с ква-
зиконтингенцией вида LXK (см. определение ниже) в случае основной 
аффинной группы Ли. Тем самым задача вычисления автоморфизмов 
подполугрупп основной аффинной группы Ли полностью решена. 

Основная аффинная группа Ли — это вещественная связная одно-
связная группа Ли, алгебра Ли которой в некотором базисе Xi, . . . , Хп 
задается ненулевыми коммутационными соотношениями 

[Хп, Х,] = Х, (i = l, . . . , » - 1 ) . 

Впервые полугруппы и их автоморфизмы основной аффинной груп
пы Ли были исследованы в статье [2] и более подробно — в работах 
{3—6]. При этом использовался геометрический язык, а вместо полу

групп изучались порождаемые ими частичные порядки. Большое значе
ние в выяснении роли основной аффинной группы Ли в теории лиевых 
полугрупп сыграла статья [7]. Было показано, что данная группа зани
мает особое положение среди упорядоченных групп Ли. Это наблюдение 
затем подтвердилось в исследованиях [8, 9 ] . 

Важно отметить, что 4-мерная основная аффинная группа Ли явля
ется транзитивной группой изометрий стационарной вселенной де Сит-
тера, которая рассматривалась Хойлом и Нарликаром как альтернатива 
теории Большого Взрыва в космологии. 

Пусть G — связная группа Ли и Р <= G — полугруппа, содержащая 
единицу е. Примем по определению Рх = х • Р. Биекцию /: G-+G такую, 
что /(e) — е и f(Px)r= Pt(x) для любого элемента I G G , будем называть 
Р-автоморфизмом. Группу всех Р-автоморфизмов обозначим через 
Au t (P ) . 

Если N — однопараметрическая подгруппа, то множество Nx^x • N, 
где х — произвольный элемент, назовем прямой, проходящей через точ
ку х. Луч, исходящий из точки ж,— это множество вида Ьх^х • L, где 
L — некоторая однопараметрическая полугруппа, содержащая единицу. 

Квазиаффинным преобразованием называется гомеоморфизм /: G -> 
-*• G, который любую прямую отображает на прямую. 

Множество вида Ех = х • Е, где Е — /с-мерная подгруппа, назовем 
k-мерной плоскостью. Конус Кх с вершиной х — это объединение лучей, 
исходящих из точки х. 

© 1992 Гуц А. К. 
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Если А с: G—множество, то через А, т%А и дА соответственно обо
значаются замыкание, внутренность и граница множества А. 

О п р е д е л е н и е 1. Квазиконтингенцией, или q-контингенцией, 
множества А <= G в точке а называется конус, образованный всевозмож
ными пределами лучей, исходящих из а и проходящих через i e G , 
ж Ф я, при стремлении х к а. Если точка а не является предельной 
для А, то по определению будем считать, что квазиконтингенция А в 
точке а — это {а). 

Обозначим квазиконтингенцию через qc(^4, а). Нетрудно проверить, 
что g-контингенция является замкнутым конусом и qc(A, a) = qc(A, a). 

Будем далее через Нп обозначать га-мерную связную односвязную 
основную аффинную группу Ли. 

Пусть L — луч с началом е, К — конус с вершиной е, причем L, 
К не лежат в одной гиперплоскости и ЬГ\К={е). Полагаем 

LxK^= [j L(e,x), 

где А = (J Lx и L(e, х)—это луч, исходящий из точки е и проходя-

щий через х, х Ф е. Множество L X К является конусом с вершиной е, 
причем LY~.K— полугруппа, если таковой был конус К. 

Пусть Р<=Нп — полугруппа, содержащая единицу. Если qc(P, е)Ф 
ФЬХК,, то группа Aut(P) вычислена в [3, теорема 7]'. Ниже мы опи
шем Aut(-P) для случая Цс(Р, е) = LXK. 

Если М <= Нп — подмножество, содержащее единицу, то по опреде
лению полагаем Мх ^^.х • Ж, где х е Нп. Получается семейство подмно
жеств Ж = {Мх: х е Нп). Говорим, что семейство Ж сохраняется при 
отображении /: #"•-*-#", если f(Mx) = MHx) для любого хе=Нп. 

Пусть Е — /с-мерная подгруппа, 1 s£ k «£ h — 1, лежащая в абелевой 
подгруппе группы Нп. Тогда любое множество Ех = х • Е, где х е Н", 
называется к-мерной орисферой. При этом одномерную орисферу назы
ваем орициклом, 

Пусть L — луч с началом е, Е — гиперплоскость, содержащая еди
ницу е, и Lf\E = {e). Предположим, что либо N—орицикл, где N— 
прямая, содержащая L, либо Е — гиперорисфера. Обозначим через X 
подмножество полугруппы L, гомеоморфное отрезку [0, 1] вещественных 
чисел, причем образом 0 является единица е. Полагаем, что Хх = х -X, 
где х е= Нп, и назовем далее множество Хх отрезком. 

О п р е д е л е н и е 2. Смещение dE% — это гомеоморфизм Нп, п S5 2, 
на себя такой, что 

1) dEl(e) = e; ^ . . 
2) для любой х е Нп. имеем dE% fix) = ^dE^X), dEX (Ex) = EdE^y, 
3) dEK\E = idE, т. е. ограничение dE\ на Е является тождественным 

отображением. 
Пусть дХ = {е, а). Множество вида х-(Х\{е, а}) назовем открытым 

отрезком с концами х, х • а. 
О п р е д е л е н и е 3. Квазицилиндр Q(E, X)—это подмножество 

М с Нп, удовлетворяющее условиям: 
1) М представимо в виде 

М = \){Мп\){М[\Еп)), (1) 
п 

где Еп=ап • Е, п целое, а Мп — объединение открытых отрезков с кон
цами на плоскостях Еп, Еп+\ (априори не исключается, что некоторые 
Мп пусты); : • 

2) М не допускает представления (1) с той же плоскостью Е и 
отрезком X' <= L таким, что X' Ф X, но Я <= X'. 

При X = L имеем соответственно смещение dEL и квазицилиндр 
Q(E, L). При ХФ L смещение dEK и квазицилиндр Q(E, X) существуют 
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не для всяких Е, %.• Например, они не существуют, когда 2V —орицикл 
(это видно из доказательства теоремы 1). 

Пусть Р — полугруппа, содержащая единицу. Вводим следующую 
локальную аксиому Эйнштейна: 

(АЕ) Существует окрестность единицы е такая, что в ней пересе
чение Р П Р~1 не содержит точек, кроме е. 

Теорема 1. Пусть Р — полугруппа в Нп, содержащая единицу и удов
летворяющая аксиоме (АЕ). Предположим, что qc(P, е) = LX. К, L<=N, 
где N —орицикл, КФ L[XKi, intqc(P, е)Ф 0. Тогда либо любой непре
рывный Р-авгоморфизм является квазиаффинным, либо P = Q(E,L), т.е. 

Р = ( U Lx\{x}\ U (Р П Е). (2) 
\жеиПЕ У 

Здесь Е — гиперплоскость, натянутая на К, и любой непрерывный Р-ав-
томорфизм имеет вид /о ° dEL, где /о — квазиаффинное преобразование 
талое, что fo(E)'=E, U — некоторое множество. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (А) Пусть/: Нп -»- Нп — непрерывный Р-авто-
морфизм. Из [3, теорема 5] следует, что C = qc(P, е) — коническая по
лугруппа, а / — С-автоморфизм. Отсюда легко выводится, что 

f(Ex) = EHx), f(Nx) = Nfm. (3) 
Но тогда /L: Е^Е сохраняет семейство {Кх: х<^Нп). Согласно [3, тео
рема 1] /ГЕ квазиаффинно. В соответствии с [3, теорема 4] имеем 

f = g° 3EL, (4) 
где g — квазиаффинное преобразование, #1 Е = /1Е, glw = icU, a SEL — сме
щение. Необходимо теперь понять, насколько произвольным может быть 
данное смещение. Для этого следует учесть то обстоятельство, что / яв
ляется Р-автоморфизмом. 

(Б) Выводим в группе Нп систему координат х\, ..., х„, xi> — l/sin0, 
О < 9 < я, так, что групповая операция х • у записывается в виде 

(х • у)\ =[ (x is in8 + 1) (г/i sin0 + 1)— 1] -(sine)"1, 
(х • у)2 = {x\ sin 8 + 1) (z/i cos 6 + г/г) + ^1 cos 8 + xs. — (x • у) i • cos 9. 
(x •y)s,=(xlsmQ+ 1)г/3 + а;з, 

(x • y) n = {x\ sin 8 + 1) yn + xn, 
где координаты х\, хъ, ..., xn меняются вдоль прямых, проходящих че
рез е и лежащих в Е, а Х2 меняется вдоль орицикла N. При этом хг > О 
на L и е ==(0, ..., 0). 

Построенная в Я™ система координат может быть названа аффин
ной. В ней любая прямая задается с помощью соотношений ж, = а» • t+ bt 
(i = l, ..., п), где 4 ^('6, +°°), причем либо 6 — число, либо б = —°°. 

С учетом равенств (3) Р-автоморфизм / в указанных координатах 
приобретает вид 
f(x) = ((fi(xU Хъ, . . . , Хп), ф(ж 2 ) , ф2(^1, XI, -.., Хп), ..., фп-1(Х1,Х3, . . . , Хп)). 

Для установления вида функции ф(жг) воспользуемся методом 
А. Д. Александрова, изложенным в [1, пп. 6.3—6.6], где переменная хч 
обозначается как \. 

В результате с точностью до квазиаффинного преобразования пря
мой N вида х% -*• k~lx2 получаем 

ф(ж2) = Х2 + 0(ж 2 ) , 

где € — периодическая функция и ее периодами являются значения 
аФ 0, f) (а) = 0, а<= д(Ра П N), а^Е — произвольная точка. 

Итак, имеем три возможности. 
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1. а ФО— периоды функции в, не кратные никакому ао. Тогда 
функция f> оказывается просто постоянной, а точнее, нулевой, ибо 
Ф(а) = 0. Следовательно, / вдоль N квазиаффинно, ибо ф(хг) = Х2. 

2. Все значения а Ф О кратны некоторому ао, где а0 наименьшее 
с этим свойством. Тогда ао — период функции #, которая в остальном 
совершенно произвольна. 

3. Единственно возможное значение — это а = 0. Тогда ф — любой 
гомеоморфизм. 

В случае 1 смещение dEL свелось к квазиаффинному преобразова
нию вдоль N, т. е. Р-автоморфизм / является квазиаффинным. При
чем Р не может иметь вид (2), ибо полугруппа (2) допускает нетри
виальное смещение dEL. 

В случае 3 / — произвольный гомеоморфизм вдоль N. Это означает, 
что Р имеет вид (2). Действительно, граница дМ множества М = Р а Л N 
всегда состоит из одной точки а = 0. Следовательно, для любой а^Е 
множество Ра содержит на прямой N весь луч L (либо Ь\{е)) или 
PaON=0. Поэтому множество Р пересекается с каждой прямой Nb, 
ЬеЕ, по лучу Ьь (или ЬЬ\{Ы), если Р П Nb¥= 0. Но тогда Р просто 
имеет вид (2). 

Покажем, что случай 2 не выполняется. В самом деле, если слу
чай 2 верен, то любое Ра, а^Е, пересекается с орициклом N только по 
отрезкам длины (в евклидовой метрике, которую можно ввести на ори
цикле N), кратной ао. Пусть Еп = а„ • Е, где Ео = Е, an^N, n — целое 
число, и точка an+i отстоит от ап вдоль Л' на расстоянии «о- Тогда при 
отображении / все Еп остаются на месте, ибо т>(га-ао) = 0. Поскольку г> 
может принимать произвольные значения на интервалах (п • ао,, 
( ге+1) -ао) , то отсюда следует, что каждая прямая Nb, b<=E, пересе
кается с Р по отрезкам прямых с концами на плоскостях Ёп. Равным 
образом (Нп\Р) PiNb — это отрезки с концами на Еп. Однако точно такое 
же утверждение справедливо для множеств Ра П N, (Нп\Ра) П N, где; 
а^Е — произвольная точка. Поскольку выбор точки ц е Е произволен 
и Е не является орисферой, перемещая а в е с помощью левого сдвига, 
получим, что множества 

а-1 • (Р„ Л TV) = Р П (a"1 -N), а~1 •[ (Нп\Ра) Л N] = (Нп\Р) П (а""1 • N) 
— это отрезки с концами, отнюдь не обязанными лежать на плоско
стях Еп. Противоречие. 

Итак, либо / квазиаффинно и Р не имеет вид (2), либо Р имеет 
вид (2) и тогда f = fo°dEL. 

Теорема 1 доказана. 
Теорема 2. Пусть Р — полугруппа в Нп, содержащая единицу it 

удовлетворяющая аксиоме (АЕ). Предположим, что qc(P, e)= LX.K, 
К^Е, где Е — гиперорисфера, КФЬ\ХК\, in tqc(P , е)Ф0. Тогда либо 
любой непрерывный Р-автоморфизм является квазиаффинным, либо Р 
есть квазицилиндр Q (Е, X), причем случай X = L не исключается, 
я / = /о ° dEx, где /о — квазиаффинное преобразование. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Повторяя п. (А) доказательства теоремы 1, 
получим, что / имеет вид (4) и справедливы равенства (3) . 

Пусть h = g~l°f, т. е. h = d~EL- Для уточнения вида h\N необходимо 
учесть, что / — Р-автоморфизм. Легко проверить, что h отображает полу
группу Р на полугруппу h(P), т. е. h отображает левоинвариантное 
семейство {Рх: i e j " ) на левоинвариантное семейство {h(Px): x^Hn). 
Это следует из того, что на Я™ можно ввести координаты щ, . . . , ипг 
щ > 0, в которых групповая операция будет вида 

а •Ь = (а1 • Ъ\, aib2 + a2, , . . , а\Ьп + ап), е = (1, 0, . . . , 0) , 
[2], а квазиаффинное преобразование в этих координатах задается обыч
ными линейными выражениями. Более того, каждая прямая задается 
соотношениями вида kit + \ii (i = 1, . . . , п), t — параметр. 
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Ясно, что h(Nx) = Nh(x), h{Ex) = EHs), h\E = iiE, h(e) = e. 
Пусть Ma = Naf\P, M'a = Na[)h(P), где a^E. Так как h -г го

меоморфизм, то топологически множества Ма ж Ма = h (Ma) устроены 
одинаково. 

Введем Na на левоинвариантную метрику р, индуцированную мет
рикой Лобачевского [2, 3]: 

п 
ds2 = щ2- 2 Згц. 

i = l 

Точка из дМа, ближайшая к Е относительно метрики р, переходит 
при отображении h в ближайшую к Е точку из дМа, и, вообще, 
р(Ь ь E)<p(b2, E), где Ь,едМа (i = l, 2) влечет p(fc'(bi), E)< 
<p(h(b2), E). Пусть a{ba) = Ebo[\N, где ЬаедМа. Тогда Л(а(Ь.)) = 
= а(й(Ьа)). Положим ,4 = {а(&„): а е Д ' Л ' = {й (юс (*„)): a^E}, и эле
менты множеств А ж А' обозначим соответственно через а, 3, . . . и 
а', В', ..., где -а' = й-(а), В' = /г(В) и т. д. В силу изложенного из 
р(а, £ )<р(В, Е) следует р(а ' , £ )<р(В ' , Е). 

Если А содержит только один элемент а = е, то, очевидно, Р = 
= Q(E, L), a fe — произвольное смещение dEL. Это доказывается так же, 
как случай 3 в теореме 1 (см. п. (В)). Значит, / = /о°йм,. Пусть А со
держит более одного элемента. Возьмем аФе, a&A,a = Eb\\N,b^dMat 
и предположим, что Ъ — ближайшая к Е точка из дМа. Тогда Ь2 е 
е 6 • дМа= Ь • d(Nar\ P) = d(Nbai]Pb)— также ближайшая к Е точка из 
d(Nba П А>). Вообще, точка б2 по отношению к Еъ играет ту же роль, 
что Ь по отношению к Е. Пусть Р — Еъч. П N. Поскольку при левом 
сдвиге, ' переводящем & в а, каждая орисфера Ех остается на месте,, 
а семейство {Nx: x^Hn} сохраняется, то р(е, В) = 2р(е, а ) . Отображе
ние h сохраняет данную конструкцию, и если a' = h(a), B' = fo(B), то 
аналогично предыдущему р(е, В') = 2р(е, а') вследствие левоинвариант-
ности семейства ih(Px): x^Hn). Повторяя рассуждения, т. е. рассмат
ривая точку Ь3 s d(Nb2a{) Pbi\ найдем точку yeN такую, что р(е, f) = 

= 3р(е, а ) , причем Мч) | = ч' е ^ и р(е> Т')==3р(е, а') и т. д. В резуль
тате получим такую последовательность точек {<xj <= JV, что ai = a, 
аг = В, осз==1, ..., р(е, an) = np(e, a) , p(a„, an+i) = p(e, a) , и при этом 
если an = h(an), то p(e, a„) = np(e, a'), p(a„, an+i) = p(e, а').Если ука
занная последовательность имеется для каждой точки a e i , аФ е, то 
говорим, что h: N -> JV обладает свойством а-периодичности. 

Возможны два случая: среди точек множества А либо существует 
ао, аоФе, такая, что любое число р(е, а) , а^А, кратно р(е, ао), либо 
не существует. 

Первый случай означает, что существуют последовательность 
{(ao)n^ ^ N и такое квазиаффинное преобразование F: Нп -»- Я", что 
FIE = ldE и F\N — растяжение, для которых (F'1 ° h) ((ao)n) = («o)n 
(к—.1, 2, .. .) и (F~x°h) является произвольным гомеоморфизмом на 
каждом отрезке ((ao)»» (ao)n+i) прямой N. Другими словами, / = /o°dm, 
а P = Q{E, %). 

Во втором случае можно утверждать, что h\N, а следовательно, и /U 
квазиаффинно. И поскольку и / |Е квазиаффинно, получаем, что / квази-
аффинно в Нп. Действительно, в данном случае существуют последова
тельности { a j , {BjczJV такие, что р(е, сц) не кратно р(е, Bt), где 
ai, £Ь Ф е. Без ограничения общности считаем, что ап = h (a«) = ап 
(в противном случае можно сделать растяжение вдоль прямой N). 
Пусть Ри = МРп). Предположим, что §'пф$п и для определенности 
р(е, P i )<p(e , Pi) (если это не верно, то вместо h рассматриваем h~l). 
Пусть PVPL PI) = 8 > 0 . Так как р(е, «О не кратно р(е, Bi), то найдут-
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ся номера кит такие, что 
0 < р ( е , а т ) - р ( е , $к)<г. (5) 

Поскольку h обладает свойством а- и ^-периодичности, то р(е, $и)— 
— р(е, Pfe) + к-г, р(е, а т ) = р(е, а'т), и, следовательно, р(е, Р?()>р(е, ссто). 
Но это противоречит тому, что в силу гомеоморфности h из (5) должно 
следовать р(е, а т а )>р (е , р\). Итак, $'п = ри. Но тогда в силу отсутствия 
кратности р(е, (3i), p(e, oci) и тождественности h на {а„} и {р„} заклю
чаем, что h тождественна на N, т. е. / квазиаффинно. 

Теорема 2 доказана. 
Теорема 3. Пусть Р — полугруппа в Нп, содержащая единицу и 

удовлетворяющая аксиоме (АЕ). Предположим, что qc(P, e) = LXK, 
КФ L\XK\, К<^Е, причем гиперплоскость Е не является гиперорисфе-
рой, a L не лежит на орицикле. Тогда любой непрерывный Р-^автомор-
физм является квазиаффинным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из [3, теорема 4, п. 7]. 
З а м е ч а н и е . Отказ от ограничения КФ L\X K\ приведет к тому, 

что полугруппа Р может оказаться квазицилиндром в нескольких «на
правлениях». Например, при Р = LXL\X К\ возможно, что Р = Q(E, L) 
и P = Q(Ei, Li), где плоскость Е\ натянута на L и К\; соответственно 
/ = /0 о dEL о dE L . Устанавливается это методами, изложенными при до
казательстве теорем 1 и 2. 
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