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Аннотация. В статье изучаются стационарные равновесия в системе «лес–
почва», представленной как математическая модель в форме системы диф-
ференциальных уравнений. Обсуждаются катастрофические смены равно-
весий, показан возможный переход к циклическим равновесиям.
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В статье [1] была предложена модель системы «лес-почва» в форме систе-
мы дифференциальных уравнений. В данной статье мы изучаем стационарные
равновесия этой системы и катастрофические переходы между ними.

Итак, мы рассматриваем следующую модель, описывающую систему «лес-
почва» ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑑𝐵

𝑑𝑡
= 𝑟𝐵

(︂
1 − 𝐵

𝑘

)︂
− 𝛼𝑤𝑃,

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 𝛾(𝑝− 𝑃 2)𝑃 + 𝛿𝑤2𝐵.

(1)

Здесь 𝐵(𝑡) — биомасса леса, 𝑃 (𝑡) — мера плодородия почвы, 𝑝 — мера типа
почвообразующей породы, 𝑤 — влажность почвы, 𝑟, 𝑘, 𝛼, 𝛾, 𝛿 > 0 константы.

Первое уравнение в системе (1) — это подправленное c учётом влияния
почвы на лес уравнение для биомассы, приведённое в [2], а второе уравне-
ние также подправленное уравнение, описывающее динамику почвы с учётом
влияния на неё биомассы леса, изученное в статье [3].

Стационарные равновесия (𝐵,𝑃 ) системы «лес–почва»

𝑑𝐵

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 0

находим, решая систему уравнений⎧⎨⎩𝑟𝐵

(︂
1 − 𝐵

𝑘

)︂
− 𝛼𝑤𝑃 = 0,

𝛾(𝑝− 𝑃 2)𝑃 + 𝛿𝑤2𝐵 = 0.

(2)
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Имеем очевидное стационарное равновесие (𝐵,𝑃 ) = (0, 0). Остальные — это
решения системы⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︂
𝛾𝑝𝑟

𝛼𝑤
+ 𝛿𝑤

)︂
𝐵 − 𝛾𝑝𝑟

𝛼𝑤𝐾
𝐵2 − 𝛾𝑟3

𝛼3𝑤3
𝐵3 +

3𝛾𝑟3

𝛼3𝑤3𝐾
𝐵4−

− 3𝛾𝑝𝑟3

𝛼3𝑤3𝐾2
𝐵5 +

𝛾𝑝𝑟3

𝛼3𝑤3𝐾3
𝐵6 = 0,

𝑃 =
𝛾𝑟

𝛼𝑤
𝐵

(︂
1 − 𝛾𝐵

𝐾

)︂
.

(3)

Первое уравнение системы (3) даёт решение 𝐵 = 0, и затем поиск корней
сводится к решению уравнения 5-й степени по 𝐵. Следовательно, имеется, как
минимум, ещё один действительный корень 𝐵1. Остаётся найти корни уравне-
ния 4-й степени. Однако, например, при

𝑟 = 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 𝑤 = 𝐾 = 1, 𝑝 = 2, 𝛿 = 20, (4)

это уравнение 4-й степени не имеет действительных корней, что видно из гра-
фика на рис. 1 соответствующей функции

𝑦 := 22 − 2 *𝐵 −𝐵2 + 3 *𝐵3 − 3 *𝐵4 + 𝐵5. (5)

Рис. 1. График функции (5)

Рассмотрим случай (4) подробнее. При потере устойчивости равновесия
𝑅0 = (0, 0) система, как показано в [1], претерпевает бифуркцацию Андронова–
Хопфа. Второе равновесие 𝑅1 = (𝐵1, 𝑃1) ≈ (−1,4;−3,36) таким свойством не
обладает.

В самом деле, имеем

𝑓1(𝐵,𝑃 ) = 𝑟(1 −𝐵/𝐾)𝐵 − 𝛼𝑤𝑃, 𝑓2(𝐵,𝑃 ) = 𝛽(𝑝− 𝑃 2)𝑃 + 𝛿𝑤2𝐵,

𝜕(𝑓1, 𝑓2)

𝜕(𝐵,𝑃 )
(𝐵1, 𝑃1) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑟 − 𝑟

𝐾
𝐵 −𝛼𝑤

𝛿𝑤2 𝛾𝑝− 3𝑃 2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ (−1,4;−3,36) =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 3, 8 − 𝜆 −1

20 −31, 87 − 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 𝜆2 + 28,07𝜆 + 20 = 0.
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Дискриминант этого квадратного уравнения 787,92-80>0. Это означает, что
нет комплексно-сопряжённых корней и, следовательно, не выполняются усло-
вия теоремы Андронова–Хопфа [1] — нет перехода к циклическим решениям
вокруг стационарного равновесия 𝑅1.

Равновесия 𝑅0, 𝑅1 не являются реальными равновесиями, поскольку в ре-
альной ситуации 𝐵(𝑡) > 0, 𝑃(𝑡) > 0, т. е. биомасса и мера плодородия почвы
— положительные величины, и, следовательно, нужно брать ненулевые поло-
жительные значения для координат равновесия. Но в действительности вместо
уравнения (2) можно рассматривать систему

𝑑𝐵

𝑑𝑡
= 𝑟(𝐵 −𝐵*)

(︂
1 − (𝐵 −𝐵*)

𝑘

)︂
− 𝛼𝑤(𝑃 − 𝑃*),

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 𝛾[𝑝− (𝑃 − 𝑃*)

2](𝑃 − 𝑃*) + 𝛿𝑤2(𝐵 −𝐵*),

(6)

где 𝐵*, 𝑃* > 0 — величины, осуществляющие сдвиг в пространстве (𝐵,𝑃 ) к
реальным значения равновесий системы «лес-почва».

Понятно, что и до сдвига и после сдвига 𝑅𝑖 → 𝑅*
𝑖 = (𝐵*

𝑖 , 𝑃
*
𝑖 ) равновесие 𝑅*

1

имеет меньшее значение биомассы, чем 𝑅*
0.

В соответствии с теорией катастроф равновесие 𝑅*
1 при потере устойчивости

перейдёт скачком в равновесие 𝑅*
0, а последнее в принципе может вернуться к

равновесию 𝑅*
1 (пожар, рубка леса), но скорее всего следует ожидать бифурка-

ции Андронова–Хопфа, поскольку именно это отвечает нормальной эволюции
леса.

Поэтому скачкообразная смена 𝑅*
1 → 𝑅*

0 стационарного равновесия системы
говорит о том, что лес переходит к равновесию, в котором он продуцирует боль-
ше биомассы, и при потере устойчивости этот стационарный процесс закончит-
ся переходом посредством бифуркации Андронова–Хопфа [1] к циклическим
изменениям биомассы и состояния почвы.

Можно проинтерпретировать это как стационарное существование экоси-
стемы в состоянии 𝑅*

1 с малой продукцией биомассы (посадки), затем переход
к состоянию 𝑅*

0 c большей продукцией биомассы (зрелый лес), и, наконец,
экосистема оказывается в состоянии, когда каким-то образом периодически ме-
няются биомасса и плодородие почвы (пожары + восстановление леса после
пожаров или вырубки + восстановление леса после вырубок).
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Abstract. In this article stationary equilibria in the system “forest–soil”, presented
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